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Presentacion de los documentos

1. Una escuela secundaria que requiere repensar la formacién de sus
profesores

La obligatoriedad de la escuela secundaria abre un nuevo horizonte que nos
convoca a repensar la formacion de sus profesores con una perspectiva ain
mas desafiante que la que sin dudas se impone hace afios en muchos pafses
preocupados por el fracaso en el aprendizaje de los jovenes, la rigidizacion de
las formas de ensefiar, la obsolescencia de algunos contenidos y la pérdida de
sentido de este ciclo para docentes y estudiantes.

La secundaria de hoy desafia el cardcter selectivo y las trayectorias escolares
interrumpidas que caracterizaron al nivel medio. Tiene también el desafio de
encontrar nuevos y diferentes caminos para constituirse en el espacio de la
transmision vy recreacién de conocimientos valiosos para los jovenes y para la
sociedad.

El mandato social actual renueva la confianza en la escuela como lugar privile-
giado para la inclusién a través del conocimiento y para la concrecién de una
experiencia educativa donde el encuentro con los adultos permita la transmision
del patrimonio cultural y la ensefianza de los saberes socialmente relevantes
para la construccién de una sociedad en la que todos tengan lugar y posibili-
dades de desarrollo.

Para ello, los docentes y las escuelas deben encaminarse hacia la construccion de
formas de escolarizacidon que reconozcan las caracteristicas de la etapa adoles-
cente vy juvenil en sus diversas formas de expresién, para incluir efectivamente a
los jévenes y acompafiarlos en la construccién de su proyecto de futuro.

La formacion inicial y continua de los docentes constituye una de las estrategias
fundantes para hacer frente al nuevo mandato social pero jqué docentes quere-
mos formar y cémo lo haremos?

Uno de los debates de las dltimas décadas ha planteado el siguiente interro-
gante: jqué peso y espacio asignar en la formacidn de los profesores de secun-
daria a los contenidos disciplinares especificos, a la denominada formacién de
fundamento y a la formacion diddctico pedagdgica! Diversas investigaciones
(Martin, 1999; Pogré, 2003, 2005; Robalino & Corner 2006) dan cuenta de que
lo que hace la diferencia en la formacién no es el quantum de cada uno de estos
campos sino el modo en que estos se articulan en los procesos formativos.

Por esta razdn, y para aportar a los debates y las decisiones que se tomardn
en un futuro proximo en relacién a las propuestas formativas para los profe-
sores de secundaria, es que hemos convocado, a un trabajo articulado entre la
Secretarfa de Politicas Universitarias (SPU) vy el Instituto Nacional de Formacion
Docente (INFD), a especialistas de Instituciones Superiores de Formacién Do-
cente y de las Universidades Nacionales de todo el pais para repensar la forma-
cion inicial.

Para la elaboracién de este documento, que se plantea como base para la discu-
sidn vy revision de los disefios curriculares de la formacidn, nos propusimos hacer
foco en el proceso de aprendizaje de los futuros profesionales de la ensefianza,
identificar las comprensiones necesarias y el tipo de experiencias formativas que
es importante que transiten para construirlas, asif como encontrar descriptores
claros que permitan acompafiar los procesos formativos.

Este documento no prescribe una malla curricular, es deci, no estd pro-
poniendo ni nombres de materias ni cargas horarias para cada una de
ellas, sino que presenta, como producto de un consenso, los saberes impor-
tantes a ser construidos y que, desde las politicas publicas, las instituciones for-
madoras deberfan comprometerse a garantizar con disefios posiblemente difer-
entes en términos de los espacios curriculares que se consoliden en los planes
de formacién.




2. El proceso de trabajo

2.1 Conformar equipos integrados por especialistas de los ISFD y las Univer-
sidades para trabajar juntos articulando voces y experiencias

Para la produccién de este documento, la SPU vy el INFD convocaron de ma-
nera conjunta a las instituciones formadoras (Universitarias y ISFD de todo el
pais) a que postulen especialistas disciplinares para conformar un primer equipo
de trabajo que tendrfa el desafio de producir el documento que hoy estamos
poniendo a disposicidn.

Para la conformacidn de los equipos, la comisidn que selecciond a los integran-
tes tuvo en cuenta no sélo que sus perfiles fuesen acordes a la convocatoria sino
que hubiese pluralidad de voces, experiencias y pertenencias institucionales. En
este proceso, fue muy importante el apoyo del CUCEN vy de las Direcciones de
Educacion Superior de las provincias.

Los equipos convocados participaron durante seis meses en tres talleres presen-
ciales intensivos y cada uno generd un dispositivo para mantener el contacto
permanente on line, ademds de encuentros por sub equipos que se generaron
en cada drea.

El proceso de elaboracién de los documentos incluyd diferentes espacios de
consulta. Se recibieron aportes tanto de colegas de las instituciones a las que
pertenecen los integrantes de los equipos como de otros especialistas de todos
el pals. La versidon que hoy ponemos a disposicién tiene incorporadas muchas
de estas voces.

2.2 Las preguntas convocantes
Ante una revisién de planes de estudio, las preguntas mds frecuentes suelen ser

dos: ;qué ensefiar a los futuros profesores en la formacidn inicial? o jqué espa-
cios curriculares deben incluirse y con qué cargas horarias?
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En esta convocatoria se propuso cambiar el eje de la pregunta y elaborar un
documento que permitiese comunicar acuerdos en torno de qué debe com-
prender de su campo disciplinar un futuro profesor en su formacién inicial.

Esta preguntaimplica entender que los profesores deben adquiriren suformacion
el dominio de determinados marcos conceptuales rigurosos que los habiliten
tanto para seguir profundizando en la disciplina como para poder transformar
estos conocimientos en contenidos a ser ensefiados.

Formular la pregunta desde esta perspectiva implica partir de diferentes asun-
ciones:

a) La formacién inicial es parte de un proceso de desarrollo profesional
continuo. Esto implica que la formacién docente estd marcada por las
propias experiencias como alumno, comienza con el ingreso a la institu-
cién formadora, continda luego de graduado en el proceso de socializa-
cion profesional y se desarrolla a lo largo de toda la vida profesional.

b) Aceptar la idea de desarrollo profesional no implica restar el valor funda-
mental de la formacion inicial. La posibilidad de un desarrollo profesional
auténomo, critico y riguroso se basa en sdlidas comprensiones cons-
truidas en el proceso de formacion inicial.

Partiendo de estas premisa fue necesario formular una segunda pregunta: una
vez que definimos los alcances de las comprensiones deseables en la formacién
inicial, ;qué tipo de experiencias debe transitar un futuro profesor, durante esta
formacidn, para apoyar el tipo de comprensiones que definimos?

Sabemos que muchas propuestas interesantes ,que establecen contenidos para
la formacion, se chocan luego con los modos en que estos contenidos son
ensefados y aprendidos. Consecuentemente el equipo convocado hizo el do-
ble esfuerzo: no sdlo de establecer acuerdo acerca de los marcos disciplinares
importantes a ser comprendidos y el alcance de estas comprensiones durante
la formacion inicial, sino también, de reflexionar y compartir el tipo de expe-




riencias requeridas para construir tales comprensiones.

Quienes colaboramos en la produccion de estos documento somos conscientes
de que para la formacion de un docente no basta con transmitir conceptos
disciplinares actualizados y una nueva teorfa de la ensefianza, lo que se bus-
ca es la apropiacion de concepciones educativas reflexivas que generen otras
maneras de ensefiar y de actuar en el marco de las instituciones educativas.
Se pretende formar un docente auténomo, capaz de trabajar en equipo, con
dominio disciplinar y un fuerte compromiso ético y técnico con los resultados
de aprendizaje de sus alumnos

Por lo tanto, afirmamos que la nueva formacidn requiere la revision de la articu-
lacidn entre contenidos asi como poner en discusidn el tipo de experiencias que
las instituciones formadoras estdn proporcionando a los futuros docentes para
poder construir una comprensién profunda tanto de los contenidos disciplinares
como de la complejidad de la tarea de ensefiar en las instituciones educativas.

Las experiencias formativas que ha de brindar la nueva formacion docente
habrédn de favorecer la comprensién de los temas centrales de cada campo en
lugar de pensar en la mera acumulacién de contenidos y pensar también en
los desafios que se enfrentardn al intentar ensefiar de manera significativa esos
contenidos a una diversidad de jévenes que habitan y habitaran las aulas de la
secundaria.

“Un tema central y bastante estudiado es el de “aprendizaje docente”.
Este tema pone el acento en un enfoque de la formacién que se refiere
al proceso personal de construccion de identidad que debe realizar cada
futuro docente, a la construccion de la base conceptual necesaria para
ensefiar y a la construccion de un repertorio de formas docentes apro-
piadas para las situaciones de ensefianza que deberd enfrentar. Como se
advierte este enfoque se contrapone al concepto de “preparacién espe-
cifica para algo”y en lo posible con herramientas a prueba de fuego. Mds
bien, sostiene que el aprendizaje docente es una tarea que cada profesor
comienza durante el perfodo de su formacién inicial, sigue con cierto nivel
de inseguridad en los primeros dos o tres afios de docencia y continua
haciendo durante el resto de su vida profesional, aun cuando el aprendi-
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zaje del experto cambie en términos de focos de atencidn o necesidades”
(Avalos, 2005, p.14).

Finalmente intentamos explicitar un conjunto de descriptores que den
cuenta de que las comprensiones esperadas son alcanzadas por los docen-
tes en formacién. Por ello, acordamos tres momentos para lo que denomi-
namos mapas de progreso. EI primer momento lo establecimos al prome-
diar la formacion; el segundo, en el momento del egreso vy, finalmente,
incluimos indicadores que den cuenta de que la comprensidn ha sido alcanzada
en el escenario del aula, es decir, cuando este docente en formacion comienza a
desempefiarse en la vida profesional. Este dltimo momento, que consideramos
fundamental, se inicia con las residencias y se extiende hasta primeros 5 afios de
su ejercicio. O sea no sélo nos importd describir la comprensién vy el proceso
de apropiacién disciplinar sino también cédmo esta comprension se evidencia en
el desempefio docente.

3. La tarea, el contenido de los documentos

Tal como anticipamos, los equipos comenzaron a trabajar a partir de tres pre-
guntas disparadoras:

e ;Qué es lo que realmente importa que los futuros docentes com-
prendan del campo disciplinar?

* ;Qué tipo de experiencias deberfa transitar un futuro profesor duran-
te su formacién para que alcance la comprension deseada?

* ;Como sabemos, tanto los formadores de profesores como los estu-
diantes del profesorado, que estdn construyendo comprensién?

Para dar posibles respuestas a estas cuestiones, los cuatro documentos que aquf
se presentan se estructuran comunicando:

* Un marco que explicita posiciones desde las cuales se formulan res-
puestas a las preguntas;




e Un conjunto de nucleos problematizadores que vertebran la com-
prensién de cada drea para la formacién docente inicial.

Ademas, para cada nicleo se explicitan:

¢ El enunciado de objetivos de aprendizaje que establecen el
alcance y profundidad de la comprension esperada

¢ Una propuesta de experiencias de aprendizaje que serfa
recomendable se proponga a los estudiantes de profesorado
para el logro de tales objetivos. Esta propuesta se establece
con la intencidon de mostrar algunos tipos de tareas, sin pre-
tension de exhaustividad.

* Matrices que explicitan criterios de evaluacion y sus des-
criptores que permitirian identificar mapas de progreso del
aprendizaje de los estudiantes.

Paula Pogré
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Introduccion

En el marco del Proyecto de Mejora de la Formacién Docente Inicial para el
Nivel Secundario en Biologfa, Fisica, Matemdtica y Quimica, pretendemos en este
documento desarrollar unas primeras respuestas a las tres cuestiones presentes
en la problemdtica de la formacién del futuro profesor de Matemdtica:

* ;Qué es lo que realmente importa que los futuros docentes de Matemati-
ca comprendan del campo disciplinar?

» ;Qué tipo de experiencias deberfa transitar un futuro profesor durante su
formacion para que alcance la comprensidn deseada?

* ;Como sabemos, tanto los formadores de profesores de Matemadtica
como los estudiantes del profesorado, que estdn construyendo com-
prensién?

Para dar posibles respuestas a estas cuestiones, en este documento presenta-
mos:

* Un marco que explicita posiciones desde las cuales se formulan respues-
tas a las preguntas.

* Un conjunto de nlcleos problematizadores que vertebran la compren-
sién de la Matematica para la formacion docente inicial. Para cada nucleo,
se explicitan, ademds:

¢ el enunciado de objetivos de aprendizaje que establecen el alcance
y profundidad de la comprensidn esperada;

¢ una propuesta de experiencias de aprendizaje que seria recomen-
dable se proponga a los estudiantes de profesorado para el logro
de tales objetivos. Esta propuesta se establece con la intencién de
mostrar algunos tipos de tareas, sin pretensién de exhaustividad;

¢ matrices que explicitan criterios de evaluacion y sus descriptores
que permitirfan identificar mapas de progreso del aprendizaje de
los estudiantes.
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Son muchas las nuevas preguntas que se nos plantean antes de poder
esbozar algin tipo de respuesta a las cuestiones planteadas. En primer lugar,
debemos reconocer que la formacién del Profesorado es un problema abierto
en el seno de los grandes problemas del dmbito de la Diddctica de la Matemdtica.
En este campo se reconocen una variedad de lineas y de enfoques que tratan de
describir y explicar los fendmenos de ensefianza y aprendizaje para luego actuar
sobre el sistema de ensefanza, con una diversidad de herramientas tedricas. Por
esta razdn, cualquier intento de respuesta a esta compleja cuestidon resultard
forzosamente parcial y limitada. Esta dificil realidad se profundiza si ademds ad-
mitimos que la formacién del Profesor de Matemadtica estd intimamente rela-
cionada con qué Matemadtica hay que dar en la escuela secundaria de hoy y
deberfa ser flexible para adaptarse a cambios futuros que se den en este nivel.
Por ende reconocemos la importancia de restringir el andlisis de este complejo
problema a necesarias y determinadas miradas, descripciones y andlisis cientifi-
cos, pero indiscutiblemente insuficientes. A continuacidn tratamos de presentar
los acuerdos logrados que sintetizan nuestra posicion.

Entendemos que para poder dar respuesta a qué es lo que realmente importa
que los futuros docentes en Matemdtica comprendan del campo disciplinar, pre-
viamente debemos responder qué significa comprender Matematica. Esta Ultima
pregunta estd intimamente ligada a cdmo se concibe el conocimiento matemati-
co en el amplio espectro que incluye desde la Matemdtica cientifica hasta la
Matemdtica ensefiada en los distintos niveles. Por lo tanto, nos resulta indispen-
sable tener en cuenta: jcédmo concibe la comunidad matemdtica los objetos que
produce?, jcomo conciben los profesores en ejercicio los textos, el curriculo y
los objetos que ensefian?, y ;cdmo concibe la comunidad diddctica los objetos
matemdticos que deben ser ensefiados en un tiempo y una circunstancia dada?

Hay en la actualidad algunos acuerdos que ofrecen posibles respuestas a estos
cuestionamientos y que nos permiten establecer un punto de partida sobre el
que basamos la propuesta de este documento.




Acuerdos epistemoldgicos (respecto de la Matematica)

* La Matemdtica es una construccidn cultural y social.

* La Matemdtica, en tanto actividad humana, implica el planteo vy la busque-
da de soluciones de situaciones problemdticas. Es en la busqueda de esas
soluciones o en los planteamientos de nuevas problemdticas donde se
construyen y evolucionan los objetos matemdticos. La actividad matemdti-
ca incluye desde las exploraciones y aproximaciones realizadas en el
proceso de busqueda de soluciones hasta la formalizacidn y presentacién
de resultados como producto acabado. En ese marco, se reconoce como
una de las actividades relevantes a la modelizacién. Esta incluye tanto el
andlisis, la adaptacion y uso de modelos matemdticos conocidos, como la
creacion de conocimientos matemdticos para simplificar; describir y ma-
nipular los sistemas en estudio.

* Ellenguaje simbdlico en el que se expresan los problemas y las soluciones
encontradas tiene una funcion tanto representacional como comunicativa
e instrumental.

* La Matemdtica, en tanto sistema conceptual, estd |dgicamente organizada
y fundamentada mediante procesos deductivos.

Acuerdos cognitivos (respecto del aprendizaje de la Matematica)

Comprender un objeto matemdtico significa haber transitado por diversas ex-
periencias que le permitan al estudiante producir; organizar y re-organizar la red
de relaciones que se deben establecer en la resolucidn de una situacion prob-
lemdtica' que “obliga” al funcionamiento del objeto, los procedimientos o técni-
cas que se despliegan para resolverla, las definiciones, propiedades, argumentos
que validan las acciones realizadas, todas ellas soportadas y reguladas por el
lenguaje simbdlico, propio de la Matemdtica, y la lengua natural.

Estos acuerdos se complementan con otra posicidn que compartimos que se
refiere al papel relevante que tienen las practicas (el trabajo en el aula) en la
construccién del perfil del docente. Cualquier proceso de formacion, en par-
ticular el de un profesor de Matemdtica, toma sentido a partir de un conjunto

como extra-matematicas.
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de situaciones/tareas/problemas/cuestiones a las que es necesario que los es-
tudiantes puedan dar respuesta. Pero jcudles son estas situaciones/problemas/
cuestiones!... Antes de intentar responder a esta pregunta, queremos destacar
que el hecho de que los estudiantes sean futuros profesores de Matemadtica
agrega un componente importante a considerar en este documento: los futuros
profesores deben transitar en sus espacios de formacion por précticas y expe-
riencias de produccidén matemdticas que, por un lado, creen las condiciones de
emergencia de los objetos matemdticos a partir de las relaciones matematicas
puestas en juego y, por otro lado, generen buenas condiciones para la reflexion
en torno a los modos de hacer, la relacidon con otros objetos, los argumentos
posibles y no necesariamente solidarios con los convencionales. Es decir: un
espacio en donde los docentes puedan construir una relacién con la Matemadtica
que les proporcione herramientas para cuestionar la naturalidad de los objetos
de la matemdtica escolan, y perseguir respuestas a estos cuestionamientos.

Entonces, para atender a esta cuestidn, podemos pensar en las decisiones que
el futuro docente deberd tomar sobre la Matemdtica a ensefiar cuando esté en
ejercicio. A modo de ejemplo, el docente deberfa disponer de herramientas que
le permitan dar respuestas a cierto tipo de preguntas sobre objetos matemati-
COS a ensefar:

* ;Por qué son necesarios y se deben ensefiar?

» ;,Qué tipo de problemas resuelven?

» ;Con cudles otros conceptos, operaciones, propiedades, definiciones, se
lo asocian?

» ;,Qué tipo de argumentaciones se utilizan a propdsito de los mismos?

+ ;Qué lenguaje representa y operativiza sus principales funciones y usos?

* ;Qué contextos dejan al descubierto el o los significados que se
pretenden generar?

» ;Qué contextos ayudan a comprender diferencias y similitudes entre los
objetos y otros vinculados a ellos?

+ ;Cudles situaciones provocan cambios y evolucion de significados de los
objetos?

* ;En qué contexto histdrico y cultural aparecen los conocimientos
matemdtico en cuestién?

» ;Cdmo contribuyen a la construccién y organizacidn del saber matemati-
co?




Por supuesto esta lista de interrogantes no es exhaustiva, sdlo intenta poner
en evidencia que los aprendizajes en la formacién docente deben orientarse
para ayudar al futuro profesor a delinear respuestas superadoras de posiciones
cldsicas que no cuestionan el saber a ensefiar Compartimos la posicién de que
las herramientas para tal fin deben desarrollarse durante la ensefianza de la
Matemdtica y de la Diddctica de la Matemadtica que se promueva en la forma-
cién inicial. El posicionamiento que el futuro docente sostenga ante el saber
matemdtico construido en su formacién inicial, condicionard la manera en que
lo acercard a los estudiantes del nivel secundario y por lo tanto condicionard la
forma en que estos Ultimos se apropien de él.

El marco de acuerdos presentado posibilita imaginar un escenario deseable
que permita pensar la ensefianza de la Matemdtica para futuros docentes en
un espacio de construccién, transformacion y validacién de los conocimientos,
tratando de no enfatizar ninguna de todas las dimensiones que posee el saber
matemdtico sobre la otra (por ejemplo: lo discursivo sobre la prdctica, lo axio-
maético sobre lo constructivo, lo deductivo sobre lo plausible).

En este sentido, consideramos como ejes reguladores para desarrollar una
actividad matemdtica en la formacién docente -con telén de fondo en el marco
de acuerdos expuesto- a los siguientes.

* El razonamiento plausible o conjetural en la etapa de exploracion de los
problemas y en el proceso hacia la demostracién matematica.
La utilizacién de un razonamiento no-deductivo que permita elabo-
rar, contrastar y transformar el conocimiento matemdtico y la toma de
conciencia mediante la reflexién sobre lo que se dice y lo que se hace,
como condicidn necesaria para comprender y otorgar significados a la
construccién de un sistema conceptual organizado.

* La reorganizacion deductiva del conocimiento matematico
La Matemdtica, en tanto sistema conceptual, estd Iégicamente organiza-
da, y son los procesos deductivos los que permiten su estructuracion.
La Idgica y el lenguaje acompafian la reorganizacion deductiva ponien-
do al descubierto su potencia como herramienta en la produccidn
individual y en la produccién del conocimiento socialmente compartido.
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La Idgica necesariamente acompaia no solo la reorganizacién deductiva
del conocimiento matemadtico sino estd presente en las distintas formas
de demostracién que se deben aprender y en el razonamiento matema-
tico subyacente a toda actividad matemdtica.

* La dualidad exactitud-aproximacién del trabajo matemdtico para ob-
servar, interpretar y leer la “realidad”.
La busqueda de resultados exactos a problemas matemadticos hace tiem-
po que se mostrd insuficiente. La realidad que se pretende explicar se
describe con modelos que, mayoritariamente, se resuelven por métodos
numéricos computacionales que ofrecen soluciones aproximadas y cuya
precision, generalmente, se puede controlar. Sin embargo, esta dualidad
epistémica no llega a las aulas, en las cuales prevalece la busqueda de
soluciones exactas.

* La utilidad de los conocimientos matemdticos y la contextualizacién de
sus construcciones.
Muchos conceptos matematicos se han gestado respondiendo a necesi-
dades surgidas en contextos de resolver problemdticas extra-matemdti-
cas. Otros, en cambio, han nacido de intereses propios de la Matematica,
con intencién de lograr avances en ella tanto sea por obtener resultados
mds generales como conceptos mds inclusores respecto de otros. De
este modo la presencia de problemas es un aspecto caracteristico de
la Matemdtica y su potencia en el avance de la ciencia fundamenta la
decision de considerarlos al interior de las aulas del Profesorado. Pensa-
mos que los futuros docentes deberfan ser capaces de abordar problemas
de distinta indole: con o sin solucidn, abiertos o no, de aplicacién, de mo-
tivacion, que dieron origen a conceptos, otros que mediante su desarrollo
permiten construir nociones nuevas para ellos, etcétera De este modo,
se reconocerfa la utilidad de la Matemdtica y se comprenderia que sus
construcciones estdn contextualizadas en el tiempo y en las problemdticas
que les dan lugar.

En todas las respuestas que presentamos intentamos poner de manifiesto la
adecuacion de las mismas en dos sentidos:




* porque permiten una comprension apropiada del objeto matemdtico -en
términos de lo epistemoldgico y cognitivo ya descripto; y

* porgue toman en consideracion que quien aprende es un futuro profesor
de Matemdtica y esto exige trabajar con los objetos matemdticos de otro
modo, como acabamos de manifestar. Es necesario tener presente que el
modo de aprender los objetos matemadticos se dard en consonancia con
las experiencias de aprendizaje vividas en la formacidn.
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Por Ultimo, enfatizamos que el contenido de este documento -focalizado en la
formacién disciplinar- compromete la formacion diddctica, siendo concientes de
que lo diddctico exige un trabajo de construccidén que excede a los aportes que
desde lo disciplinar pueda abordarse. En realidad, nuestra intencidn es contribuir

Presentacion general de los nucleos

problematizadores

En esta seccidn presentamos los nucleos problematizadores evidenciando
relaciones entre ellos, e incluimos algunos objetivos de aprendizaje de los estu-
diantes durante su formacién.

Los nucleos

Para avanzar en las razones que nos llevaron a definir cada ndcleo problema-
tizador reflexionamos sobre el conjunto de cuestionamientos especificos que
dan sentido al quehacer matemdtico en el amplio contexto que involucra los
aspectos relacionales de su naturaleza.

Bajo esta perspectiva, una mirada retrospectiva permite posicionar los origenes
de los saberes especificos de cada nucleo en el devenir histdrico del trabajo
matemdtico. Asi encontramos:

* la complejidad proveniente de la cantidad (dando origen al ndmero, a la
aritmética)?

* la complejidad que procede del espacio (dando lugar a la Geometria).

Mds adelante, el mismo espiritu matematico se enfrenta con:
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* la complejidad del simbolo (lo algebraico);
* la complejidad del cambio y del movimiento (lo analitico)?;

* la complejidad proveniente de la incertidumbre (las probabilidades v la
estadistica);

* la complejidad de la estructura formal del pensamiento (I6gica matema-
tica).

Cada una de estas complejidades es abordada en el presente documento a
partir de un nucleo especifico excepto la Ultima, que si bien no cuenta con un
nucleo propio, estd presente en cada uno de los restantes en el abordaje de las
relaciones formales que existen entre las proposiciones formuladas durante el
estudio de los objetos matemdticos que los constituyen.

De este modo, los nucleos propuestos son:

* Nodcleo |: Lo geométrico

* Nucleo 2: Lo analitico

* Nucleo 3: Lo numérico* y lo aritmético

* Ndcleo 4: Lo algebraico

* Ndcleo 5: Lo probabilistico y lo estadistico

4 Con el nombre de “lo numérico” hacemos referencia a los diferentes conjuntos de nimeros, no consid-
erando en este nucleo los métodos computacionales que resuelven célculos numéricos.




Cada uno de los nlcleos se organiza alrededor de ““grandes motores”, expresa-
dos mediante preguntas, que promueven o han promovido el avance en la com-
prensién vy desarrollo de la actividad matemadtica y que llamamos sub-nucleos.
Para cada nucleo se detallan ademds, otra serie de preguntas que refinan a las
centrales y que permiten mejorar la comprension del enfoque presentado aqui.

Cada nicleo incluye:

¢ Una breve fundamentacién de la eleccidon de los sub-nicleos.

* Un esquema que contiene las preguntas centrales de cada sub-nucleo
(presentadas en los rectdngulos centrales), contenidos minimos para
la formacién (presentados en dvalos periféricos) y un detalle breve de
como se propone alcanzar la comprensién al poner de manifiesto la
metodologfa propia de trabajo de esa drea, las formas de comunicacién
apropiadas y la finalidad que se persigue con el trabajo en el nicleo (este
detalle se presenta en un cuadro a la izquierda del esquema);

* Objetivos de aprendizaje,

* Un conjunto de experiencias sugeridas para desarrollar durante la forma-
cién superion.

* Un ejemplo modelo de una experiencia posible.

* Criterios para reconocer avances en la comprension de los contenidos.
Se presentan en una matriz que contiene lo que se espera en términos
de aprendizaje matemdtico al promediar la formacidn docente v al finali-
zar la misma, asi como lo que se espera que pueda hacer al iniciarse en
el campo profesional incluyendo en este caso, aspectos diddcticos (se
considera el periodo desde la residencia, durante la formacion, hasta los
primeros afios de trabajo profesional).

Cabe sefalar que cada uno de los esquemas no puede leerse aislado del resto
de los elementos incluidos en el ndcleo ni deben perderse de vista las fuertes
relaciones que vinculan los nidcleos entre sf.

Asimismo, a partir de los esquemas no se pretende proponer secuenciacién
ni jerarquizacion de contenidos. Todos ellos darfan lugar a organizar secuen-
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cias bajo distintos criterios. Las flechas que figuran en los esquemas muestran
conexiones entre contenidos que deben abordarse para avanzar en respuestas
a las preguntas centrales. La presentacidn de los ndcleos y el despliegue en cada
uno pone de manifiesto la reflexion sobre la formacidén matemdtica de un futuro
profesor y no ha sido objetivo de este documento la discusion sobre el disefio
de espacios curriculares. Simplemente mencionamos que lo propuesto para un
nucleo no necesariamente deberfa resultar acabado en espacios curriculares
especificos de esta temdtica. De hecho mencionaremos explicitamente vinculos
entre los nicleos que contemplen un tratamiento matemdtico integrado que
consideramos necesario durante la formacién.

Consideramos que un estudiante, al finalizar su formacién en el profesorado,
deberfa haber desarrollado herramientas que le permitieran abordar con flexi-
bilidad y autonomia las preguntas centrales de todos los nucleos.

Por ultimo, deseamos volver a insistir sobre el cardcter abierto e institucional
de esta problemdtica que nos alerta sobre cédmo tratar y valorar este fend-
meno en su necesaria relacion con la evolucién del sistema de ensefianza. Este
primer intento de delimitacidn de los conocimientos matemdticos y su modo
de apropiacién en la formacién de un futuro profesor, deberd ser transitado con
mucha cautela siendo capaces de reconocer no sdlo la complejidad sistémica
sobre cdmo se comprende un objeto sino ademds ser concientes que ese acto
de apropiacién es dindmico, progresivo, no-lineal y que se encuentra en plena
instancia de investigacion en el dmbito de la Diddctica de la Matemadtica y de las
ciencias preocupadas por el estudio de los procesos de ensefianza y aprendizaje.

Esquema general de los nucleos y vinculaciones entre ellos

El esquema siguiente pone de manifiesto las preguntas centrales alrededor de
las cuales puede desarrollarse el trabajo matemdtico y evidencia algunos de los
vinculos entre los nicleos en el rectdngulo de la izquierda. Resaltamos la impor-
tancia de lograr enfoques unificados de tratamiento matemadtico.




proyecto de mejora para la formacion inicial de profesores para el nivel secundariol 126

LO NUMERICOY LO ARITMETICO LO GEOMETRICO

iQué figuras y lugares geométricos son
construibles a partir de distintos instrumen-
tos?

iQué propiedades y/o elementos son
invariantes bajo ciertas condiciones?

iQué invariancias o regularidades caracteri-
zan los diferentes objetos?

1Qué diferentes conocimientos geométricos
(nociones, propiedades, representaciones)
sobre los objetos proporciona el método
analitico y el sintético?

iQué propiedades de los nimeros se conservan y/o se
modifican al cambiar de conjunto numérico? ;Y las propiedades
de las operaciones? ;Cémo se vincula la relacién de divisibilidad
en Z con la resolucién de ecuaciones? jCudl es el alcance de la
relacion de divisibilidad? ;Qué significa “a dividido b"” en cada
conjunto numérico? ;Cémo se cuentan los elementos de una
coleccién? jQué camino permite ir de lo finito a lo infinito?
iCémo se construyen propiedades generales de los nimeros y
de ciertas operaciones? ;Cémo hacer mds accesibles estos
objetos a través de un método mds general?

LO ALGEBRAICO
1Qué significa resolver la ecuacién Aixi + Axxa + ... + Anxn = 07 o un sistema de ecuaciones de ese tipo para
coeficientes en determinados conjuntos?! ;Qué propiedades e interpretacion geométrica tiene el conjunto
solucién?
1Cémo optimizar funciones sujetas a restricciones dadas por inecuaciones lineales?
1Qué significa resolver P(x) = 0, siendo P un polinomio?
iCémo se relaciona la factorizacién de un polinomio con la resolucién de ecuaciones polinémicas?
1Cémo reconocer cdnicas o cuddricas dadas por ecuaciones polinémicas?
1Qué propiedades tienen las operaciones definidas en un conjunto?
1Qué caracterizaciones de los conjuntos son posibles a partir de las propiedades de sus operaciones?
1Qué transformaciones entre conjuntos en los que se han definido una o mds operaciones, conservan la
estructura?

LO PROBABILISTICOY LO ESTADISTICO LO ANALITICO
;Cudles son las diferencias entre un experimento aleatorio y un
experimento deterministico?
i{Cémo se cuantifica la posibilidad de que ocurra un evento
aleatorio?
;Cmo se modelizan situaciones dénde interviene la aleatorie-
dad?
;Cdmo se describe estadisticamente un conjunto de datos?
;{Cémo obtener informacidn sobre las caracteristicas de una
poblacién basdndose en una muestra?
;Existe relacion causal o asociacion entre las variables en estudio?
;Cudl es la variable que mejor explica a otra?
iCémo se puede predecir el valor de una variable bajo
condiciones de incertidumbre?

iCémo aproximar funciones?

iCdémo obtener la mejor aproximacion lineal de una funcion?
iCoémo expresar analiticamente razones de cambio?

iCémo optimizar procesos?

iCémo estimar dreas y volimenes! ;De qué modo describir
matemdticamente la variacién de los procesos que modelizan el
mundo fisico y material? ;Cémo obtener informacién de procesos
variacionales que permita describirlos, estimar magnitudes,
optimizar procesos y predecir comportamientos? ;Cémo precisar
la nocién de tendencia? ;Qué caracteriza al conjunto de ndimeros
reales y lo distingue del conjunto de los nimeros racionales? ;Qué
precisiones matemdticas se requieren para formalizar las ideas
intuitivas del Andlisis?

(ALGUNOSVINCULOS ENTRE NUCLEOS \
Interpretacion y estudio de la aplicacién de algunas isometrfas a algunos
lugares geométricos en funcién de las expresiones analiticas resuftantes
(Geometria-Algebra).

Estudio de las estructuras algebraicas definidas por algunas isometrias
con la operacién composicién (Geometria-Algebra).

Determinacién de medidas de magnitudes (longitud, drea y volumen)
mediante métodos especificos del campo analitico (integral curvilinea,
integral de Riemann, integral de Lebesgue) (Geometria-Andlisis).
Caracterizacién del conjunto de los nimeros construibles, estudio de
los conjuntos numéricos incluidos en este conjunto y explicitacién de
un ndmero construible a partir del dlgebra de los polinomios.
(Geometrfa-Aritmética/Numeros).

Cilculo de probabilidades - conteo (Probabilidad/Estadistica-Aritmética
/Ndmeros).

Conteo - binomio de Newton y el tridngulo de Pascal o Tartaglia
(Probabilidad/Estadistica-Aritmética/Nimeros-Algebra).

Ciélculo de probabilidades geométricas y cdlculo de dreas de figuras
geométricas (Geometria-Algebra-Andlisis-Probabilidad/Estadistica).

La construccién de la tabla de la normal - desarrollos en serie de
potencias y teorema fundamental del Célculo (Probabilidad/Estadistica-
Andlisis).

La estimacién del valor de integrales definidas - una aplicacién de la ley
de los grandes numeros usando el método de Monte Carlo
(Probabilidad/Estadistica-Andlisis).

El método de estimacién de maxima verosimilitud y minimos cuadrados
(Probabilidad/Estadistica-Andlisis).

La determinacién de la funcién de distribucién acumulada y el cdlculo
de momentos de variables aleatorias - con el cdlculo de integrales y
series (Probabilidad/Estadistica-Andlisis).

Interpretacién geométrica de los sistemas de ecuaciones y del conjunto
solucién (Geometria-Algebra-Andlisis).

Las matrices de ciertas transformaciones lineales y las transformaciones
geométricas (Geometria-Algebra).

Las expresiones polindmicas de segundo grado y las conicas
(Geometria-Algebra).

Uso de matrices para obtener las expresiones candnicas de cdnicas y
cuddricas (Geometria-Algebra).

Posibilidad o no de realizar construcciones con regla y compds
(Geometria-Algebra).

Concepto de funcién (Andlisis-Algebra).

Resolucién de ecuaciones para la determinacién de elementos de las
funciones como ceros, extremos, preimdgenes, etcétera.(Andlisi-
Algebra).

Soluciones aproximadas de una ecuacién (Andlisis - Algebra).

Los polinomios y las funciones polinémicas (Andlisis - Algebra).
Resolucién de sistemas de ecuaciones diferenciales (Analisis-Algebra).
Las estructuras algebraicas y los conjuntos numéricos y las operaciones
definidas en ellos (Algebra-Aritmética/Nimeros).

Las relaciones de equivalencia y la congruencia (Algebra-
Aritmética/Nuimeros).

El uso de la teorfa de la medida para fundamentar la Probabilidad y la
Estadistica (Andlisis-Probabilidad/Estadistica).

La anulacién del producto interno en un espacio euclideo y la
perpendicularidad (Algebra-Geometria).

Los movimientos en el plano, las relaciones de equivalencia y la
estructura de grupo (Algebra-Geometria).

La estructura de espacio vectorial y la sistematizacion de
propiedades geométricas (Algebra-Geometria).

El drea de un paralelogramo, el volumen de un paralelepipedo y la

as

chién determinante (Algebra-Geometria). )




Nucleo 1: Lo geométrico

Presentacion del niacleo

En este apartado pretendemos avanzar en el reconocimiento de algunos
eslabones que consideramos centrales para abordar la ensefianza de la Ge-
ometria para un futuro profesor de Matemdtica. Estas consideraciones nos per-
mitirdn, por un lado, reflexionar acerca de la complejidad particular que tiene la
ensefianza de la Geometrfa respecto de los otros dominios de la Matemdtica
presentados en los diferentes nicleos de este documento. Por otro lado, dichas
reflexiones nos proporcionan ciertos elementos de fundamentacion de las deci-
siones que han dado lugar a la constitucidn de este nucleo: lo geométrico.

Cabe sefialar;, antes de adentrarnos en las especificidades de los saberes geo-
métricos, que el prestigio adquirido histéricamente en la disciplina se ha ido
desplazando hacia otras ramas que proporcionan nuevos registros de represen-
tacion y que habilitan un trabajo que puede descontextualizarse de las figuras,
una vez modelizadas las relaciones geométricas utilizando ese nuevo sistema.
Actualmente, la formacién matemadtica hereda los resabios de este corrimiento,
la Geometria sintética -sin sistemas de referencias ni coordenadas- ha perdido
lugar en las aulas desplazdndose hacia formas mads algebraicas.

Centrados ya en las cualidades de “lo geométrico”, existe una compleja relacién
entre los objetos que son experiencialmente reales -vinculados a la percepcion
y sensibles a nuestros sentidos— y los objetos tedricos de la Geometria en tanto
objetos que responden a las leyes de la disciplina. En tal sentido, la tensidn entre
representacion y objeto tedrico presente en todos los objetos de la Matemdtica
adquiere aqui una singularidad: las representaciones de los objetos tedricos con-
llevan, a su vez, otra representacién figural posible en el espacio fisico o sensible
(como pueden ser un dibujo a mano alzada, una construccién con regla y com-
pds o con software).

La pregunta es entonces, cémo generar condiciones desde la ensefianza que le
permitan al estudiante avanzar desde un posicionamiento mds empirico, basado
en la percepcidn y manipulacién de objetos, a un posicionamiento basado en
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las relaciones matemdticas que los constituyen. En esta linea, las actividades de
construccidn resultan un motor que abona al establecimiento de conjeturas, a
la anticipacién y a la puesta en evidencia de ciertas restricciones que imponen
a los objetos las propias relaciones que los caracterizan, al mismo tiempo que
permiten recuperar y avanzar a partir de los conocimientos elaborados en la
escuela media.

En consonancia con lo mencionado, distintos autores distinguen figura de dibujo.
Para Parzysz (1988) “la figura es el objeto geométrico descripto por el texto
que la define, una idea, una creacion del espiritu, en tanto que el dibujo es una
representacion de este objeto”. Las actividades de construccidn permiten un
uso alternado entre figura y dibujo. De alguna manera, el uso de los dibujos en
tanto figuras de andlisis® en el marco de una actividad de construccién, permite
utilizarlos trascendiendo lo puramente perceptivo para capturar en ellos las
relaciones que deberdn estar presentes en la figura que se quiere construir
Asimismo, la actividad de construir persigue la constitucién fisica de los objetos
— vy en tal sentido una representacidn del mismo - pero avanza en la discusidn
respecto de su existencia tedrica, en la medida en que las relaciones movilizadas
para su construccion caracterizan al objeto tedrico al que dan lugar.

En estrecha relacidon con la cuestidn de la existencia o no existencia para la
Matemdtica, la validez o invalidez de una proposicidn, de una resolucién o de
una respuesta adaptada a una problemdtica, requiere adentrarse en las formas
de validacidn que son aceptadas en la Geometria. Es aqui, que la aproximacion
a las figuras trascendiendo lo puramente perceptivo, genera condiciones para
que los estudiantes dispongan de relaciones y propiedades de las figuras como
recurso argumentativo y pone en consideracion otros recursos diferentes a lo
que se ve o se mide en el dibujo.

En esta linea, el andlisis de las propiedades y elementos que se mantienen inva-

57" "Esquema que cumple la funcién de hacer observables las relaciones necesarias para resolver un pro-
blema [...]”, citado en Documento de trabajo N2 5. La ensefianza de la geometria en el segundo ciclo, 1998.




riantes bajo ciertas condiciones®, otro aspecto caracteristico del hacer matemati-
co, adquiere en la Geometrfa un cardcter especial. El andlisis de las invariancias
da lugar a un proceso de generalizacion y estructuracién que fundamenta la
cons-trucciéon de ciertas clases de objetos, basados en las caracteristicas invari-
antes que comparten. Lo mencionado puede darse en distintos niveles, uno mds
vinculado a la estructuracion de la disciplina, como ser las diferentes Geometrias
que surgen al pensar las propiedades invariantes bajo transformaciones’. Y, un
segundo nivel, mds vinculado a la estructuracién de los objetos, como por ejem-
plo la caracterizacién de cada isometrfa a partir de los puntos y conjuntos del
plano que deja invariantes o la de los dngulos inscriptos en una circunferencia a
partir de su relacién con un mismo dngulo central.

Por otra parte, la dependencia a la representacidn grafica de las figuras, -propia
de la Geometria sintética- se ve liberada con la introduccién de la Geometria
analitica. La introduccidon de la modelizacién algebraica en la Geometria
proporciona, del mismo modo que lo hace respecto del trabajo aritmético, posi-
bilidades de descontextualizacién de las representaciones graficas de las figu-
ras. Asf, los sistemas algebraicos permiten capturar las relaciones geométricas,
aislarse de los significados durante el tratamiento algebraico y volver a contex-
tualizarse una vez obtenidas las soluciones buscadas a ciertas problemdticas. En
este sentido, la Geometria analitica proporciona otros niveles de generalizacion
para el estudio de las cuestiones vinculadas a las propiedades de las figuras al
permitir capturar propiedades generales de familias enteras de curvas que no
podrian estudiarse por medio de los métodos sintéticos.

Lo que venimos mencionando, y su vinculo con un modo de pensar geométrico
da sentido a la consideracién de tres sub-nucleos al interior del nicleo geo-
métrico. Sub-nlcleos que es importante considerar como enfoques que per-
mitan recorrer en distintos momentos, diferentes costados de los objetos, y
adquirir sucesivas aproximaciones que se iran integrando en la constitucion de
los mismos.

6 'Una invariancia siempre estd ligada a alguna condicién que tiene que ver con las relaciones geométri-
cas planteadas sobre los objetos y las propiedades puestas en juego. Por ejemplo: la razén cruzada es una
propiedad invariante respecto de una transformacion proyectiva, una recta permanece invariante bajo una
simetria axial respecto de cualquier recta perpendicular a ella.

7  Por ejemplo la geometria afin como la que conserva las propiedades de la geometria proyectiva y
agrega la conservacion del paralelismo.
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Hemos considerado, en este sentido, los siguientes sub-nucleos:

e |o construible,
* loinvariante y

* |o analftico-lo sintético.

En tanto enfoques, estos sub-ndcleos “iluminan™ desde diferentes lugares, en
muchos casos, dependientes de distintas técnicas y formas de representacion. Es
por ello que alrededor de estos sub-nucleos se articulan “grandes temas” que
serdn visitados una y otra vez con distintos focos o lentes. Enfatizamos que estos
temas se articulan y adquieren particularidades en, los diferentes sub-nucleos, en
la medida en que estos Ultimos proporcionan modos distintos de ver.

Agregamos que cada sub-nucleo se soporta, a su vez, en un conjunto de pre-
guntas, problemadticas y cuestiones sobre los objetos de acuerdo a los diversos
costados que ilumina.

Sefialamos aqui, a modo de ejemplo, sélo algunas preguntas que regulan los
sub-nucleos:

» ;Qué propiedades y/o elementos son invariantes bajo ciertas condiciones?
;Qué invariancias o regularidades caracterizan los diferentes objetos?
;Qué espacios geométricos se definen a partir de dichas invariancias?

* ;Cémo se relacionan los instrumentos con ciertas propiedades que se
mantienen invariantes en una figura?

» ;Qué restricciones tedricas imponen los instrumentos? ;Qué figuras v lu-
gares geométricos son construibles con ciertos instrumentos? ;Qué Geo-
metrias se elaboran a partir de estas restricciones?

+ ;Qué diferentes conocimientos geométricos (nociones, propiedades,
representaciones) sobre los objetos proporciona el método analitico
respecto del método sintético!?

» ;Qué problemas de la Geometria necesitan de un abordaje analitico para
responderse?




Objetivos especificos de aprendizaje

En consonancia con los interrogantes anteriores, formulamos los objetivos de
aprendizaje para este nucleo.

* Elaborar criterios que permitan llevar adelante un estudio matemdtico de
los conocimientos vinculados a los procesos de construccidn de figuras vy
lugares geométricos.

» Reflexionar sobre las potencialidades de las tareas de construccion para
abordar el estudio de las relaciones matemadticas presentes en los objetos
geométricos.

* Reconocer las vinculaciones entre las distintas Geometrfas a partir del
conocimiento de las propiedades que se mantienen invariantes respecto
de las diferentes transformaciones.

* Identificar los diferentes conocimientos que proporcionan los métodos
sintético y analitico en el estudio de los objetos geométricos.

* Analizar las potencialidades y limitaciones de los métodos sintético y
analitico en la resolucién de un problema.

* Elaborar y utilizar modelos involucrando conocimientos geométricos que
resulten adecuados para interpretar sistemas matemadticos y no matemati-
Cos.

* Elaborar criterios que le permitan diferenciar aspectos propios de la
Geometria, respecto de otros dominios de la Matemadtica, como ser los
modos de validacién en Geometria, los diferentes registros de represen-
tacion, los métodos o procedimientos aceptados.

En la siguiente pdgina presentamos el esquema recordando la importancia de
leerlo vinculado al resto de los elementos incluidos en el ndcleo y considerando
las fuertes relaciones que vinculan los nucleos entre si.

Como mencionamos en la introduccidn, la columna de la izquierda pretende
capturar algunos aspectos del quehacer geométrico que constituyen las practi-
cas propias de este campo.

129

En la primera parte se incluyen cuestiones referidas al trabajo matemdtico en el
aula del profesorado en el contexto de la resolucién de problemas geométricos.
Estos modos de hacer no estdn ni lineal ni temporalmente organizados sino que
el hacer en el proceso de resolucién de una tarea especifica conlleva un ida y
vuelta entre ellos.

Se menciona la particularidad de la doble funcidn del lenguaje, como herra-
mienta en la produccién individual y en la produccién del conocimiento social-
mente compartido. Interesa destacar aquf la potencialidad del lenguaje como
generador de nuevas relaciones matemdticas en el marco del trabajo individual
y colectivo. El aspecto social del lenguaje incluye los acuerdos involucrados en la
comunicacidn que atafien a las distintas representaciones utilizadas, a los modos
propios de argumentacion y a los acuerdos convenidos en el seno de la comu-
nidad de clase y su referencia en la comunidad matematica.

Otro aspecto que interesa destacar refiere a la dualidad que se constituye a
partir de la tensidn entre representacidn y objeto tedrico que ha sido men-
cionada en los primeros parrafos de la presentacion del nucleo.

Asimismo, la conveniencia del uso del método analftico o sintético necesita de
un andlisis en el aula sobre las producciones de los estudiantes en las que se
hayan desplegado uno y otro método, destacando las relaciones matemadticas
diferenciadas que cada uno promueve.

Con referencia a los recursos tecnoldgicos mencionados se sefiala la particulari-
dad de los diferentes instrumentos geométricos en las précticas especificas de
la Geometrfa. Como se podrd advertir en los criterios incluidos en la tabla de la
seccion Criterios para reconocer avances en la comprensién de los contenidos,
el instrumento no tiene sélo un fin practico de construccion de los distintos
objetos geométricos, sino que enfatiza también diferentes relaciones y da lugar
a distintas Geometrfas a partir de la restriccion a algunos de ellos.




Transformaciones Vincula con los nicleos Lo euclideo
Andlisis de propiedades que se mantienen invariantes bajo transfor- “Lo numérico y Las propiedades invariantes del espacio
maciones proyectivas, afines, isometrfas, semejanzas e inversion. 'isr;:;?éioy euclideo con relacién al V postulado. La
N Estudio de conceptos relacionados con la invariancia (por ejemplo N vinculacién delV postulado con la construc-

Exploracion y elaboracidn de razén cruzada en el espacio proyectivo y longitud en el espacio cién de las Geometrfas no euclideas. Estudio
conjeturas sobre los objetos euclideo). de problemas de la geometria euclidea
geometricos. s . . . (o . Ty o

Caracterizacion de transformaciones semejantes e isométricas a desde los métodos sintético y analitico.
Andlisis del dominio de validez de las partir de la relacidén entre un elemento y su transformado. La importancia del sistema axiomadtico
conjeturas. Estudio de las transformaciones isométricas desde lo sintético y lo euclideo para la organizacién y comuni-
Uso flexible del lenguaje (coloquial, analftico.? cacién de los conocimientos geométricos.
grafico, algebraico) y su doble A 4 A A
funcién.

Vincula con
los nucleos
"Lo analiticoy
"Lo algebraico”

Validacién de los argumentos.

LO INVARIANTE
/Qué propiedades y/o elementos
son invariantes bajo ciertas
condiciones?
Uso de instrumentos. Reflexion iQué invariancias o regularidades

caracterizan los diferentes objetos?

Reflexion sobre los objetos
geométricos mediante el uso de
figuras de andlisis.

sobre el papel de éstos en el hacer
geométrico.

Discusién sobre la dualidad

construccién fisica — construccidn LO ANALITICO-LO
tedrica. LO CONSTRUIBLE SINTETICO

Uso flexible de los métodos analitico tQue figuras y ;Qué diferentes conocimientos
y sintético analizando la cgnveniencia lugares geométricos geométricos (nociones, propie-
de cada uno en Ia, r§SOIUC|én de Yézcnuiéz: son construibles a dades, representaciones) sobre
problemas geométricos. "Lo numérico y palrtlr de distintos los objetos proporciona uno y
Utilidad en la resolucién de lo aritmético” y instrumentos? otro método?
problemas a partir de la modeliza- ‘Lo algebraico”
cién de situaciones internas y
externas a la matemdtica. Su aporte
particular para la modelizacién del
mundo sensible.

Vincula con los nicleos
“Lo analitico”,

“Lo algebraico”y

"lo probabilistica y

lo estadistico”

v g . 2 ¥

Figuras y lugares geométricos
Estudio de las propiedades geométricas que se mantienen invariantes en las
figuras planas y tridimensionales a partir de la aplicacién de semejanzas e
isometrias.

Instrumentos
El uso de los distintos instrumentos para construir
figuras planas vy tridimensionales y lugares geométri-
cos. Relacién de los distintos instrumentos con las

Recursos tecnoldgicos: ldpiz y papel,
instrumentos cldsicos de Geometria

(compds, regla, escuadra, transporta- . ) ) ; . . s o
dor), instrumentos mecdnicos propiedades que se mantienen invariantes en la Estudllo Ide Ia' posibilidad de construccién de figuras y lugares geométricos
softwares, entre otros. construccidn. con distintos instrumentos.

Discusién sobre el perimetro, drea y volumen de figuras y lugares geométri-
cos.

Estudio de las curvas cldsicas (cdnicas, cicloide, lemniscata, espirales, ...) y de
las cuddricas. Estudio y caracterizacion de algunos fractales.

Aproximacion a las figuras y lugares geométricos desde los puntos de vista

Estudio de las restricciones tedricas que imponen los

“oft . . distintos instrumentos y de las Geometrias que se
ware que conecta interactiva- ) o

mente representaciones algebraicas, elaboran a partir de estas restricciones

geométricas y numéricas. Estudio de problemas de construccion de la

S Geometria sintética que permiten responderse a

Software de Geometrfa dindmica y

sintético y analitico. Propiedades y construccion de las figuras y lugares

partir de los aportes de la Geometria analitica. - . o
geométricos, vinculacidn entre ellas.




Experiencias sugeridas para desarrollar durante la formacion
superior

Convencidos de que el tipo de experiencias por las cuales transita un futuro
profesor en su formacién es determinante para la disponibilidad de herra-
mientas especificas que hacen a su desempefio profesional, describimos algunas
practicas matemdticas que los estudiantes deberfan transitar a lo largo de su
formacién y que consideramos de vital importancia para este nicleo.

* Los estudiantes exploran los problemas de construccidn recurriendo a
diferentes instrumentos (elementos de Geometria, software de Geo-
metria dindmica) o a mano alzada. Conjeturan propiedades y validan sus
conjeturas desplegando diferentes relaciones geométricas.

* Los estudiantes abordan situaciones problemdticas elaborando figuras de
andlisis como herramienta para visualizar las relaciones que serfa necesa-
rio poner en juego para desarrollar una construccion.

* Los estudiantes abordan problemas geométricos con herramientas pro-
porcionadas por los métodos sintéticos y analiticos, discutiendo en colec-
tivo la pertinencia y limitaciones de cada uno en cada problema particular.

* Los estudiantes estudian la historia analizando los problemas que se
constituyeron en motores de avance del conocimiento geométrico (por
ejemplo, la discusién en torno al quinto postulado, la imposibilidad de
construccién con regla y compds de los problemas cldsicos, la organiza-
cién de las geometrias en términos de grupos de transformaciones cuyos
invariantes se buscan) y las nuevas herramientas matemdticas (objetos
matemadticos y sistemas de representacidn) que posibilitaron esos avances.

* Los estudiantes realizan lecturas criticas de textos de Geometria de nivel
superior comparando el lenguaje utilizado, las propiedades consideradas
como punto de partida, el uso de figuras de andlisis, la equivalencia de
definiciones, entre otros.

* Los estudiantes utilizan software de Geometria que movilizan representa-
ciones propias de los métodos sintéticos y analfticos, realizando distin-
tos abordajes de los objetos geométricos en contextos de resolucion de
problemas.
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* Los estudiantes abordan situaciones problemdticas recurriendo a distintos
instrumentos, conjeturando las propiedades que se mantienen invariantes
y validando sus conjeturas en funcién de sus conocimientos disponibles.

Un ejemplo de consigna para trabajar en alguna experiencia
del tipo de las descriptas

El ejemplo que se presenta a continuacion puede ser abordado de distintos
modos dependiendo del proyecto de formacidn institucional del futuro profesor,
siguiendo el orden presentado o alterdndolo y en una misma asignatura o en
distintos espacios curriculares.

I. Dados dos puntos fijos A y B en un plano, ubicar los puntos C de dicho
plano de manera que el tridngulo ABC sea isosceles®.

Primer momento (trabajo individual): Momento de exploracién y elaboracién
de conjeturas

* Es probable que los estudiantes reconozcan la mediatriz del segmento AB
como el conjunto de puntos que forman un tridngulo isésceles con AB.
Diferentes relaciones pueden haber desplegado para dar dicha respuesta:
reconocer la mediatriz de AB como conjunto de puntos que equidistan
de Ay B, reconocer que la altura -respecto del lado en principio desigual®
-es mediatriz de dicho lado desigual, explorar con distintos instrumen-
tos (regla, compds o software) e ir hallando puntos para conjeturar que
queda una recta, salvo el punto medio del segmento AB.

* Las distintas relaciones que hayan motorizado durante esta fase de
exploracion individual los ubica en un lugar diferente para encarar la fase
de trabajo en grupo. Por ejemplo, aquel que explord punto a punto con
la regla reconociendo que quedan alineados es probable que, en esta

el punto perdido? Lapiz y papel. EGB 3° Ciclo. Lugares geométricos Matematica, 2, 2-21.
9 Observar que el caso tridngulo equildtero queda contemplado tanto al considerar la mediatriz de AB

como al considerar cada una de las circunferencias de centro A o B y radio AB. Dejaremos a este caso aparte
y nos referiremos a triangulos con un lado desigual sélo a los efectos de lograr mayor claridad en esta
descripcion.




exploracidn, extraiga el punto medio de AB; pero aquel que utilizé la
mediatriz porque sus puntos equidistan de A y de B es probable que la
trace sin percatarse de que debe extraer el punto de interseccién entre
la mediatriz y el segmento AB.

* Es probable que los estudiantes consideren AB como el segmento desi-
gual, pero dado que la consigna no especifica dicha cuestién, estarfan
dejando afuera los puntos del plano que corresponden a las circunfe-
rencias de radio AB y centro B o A, puntos que determinan los tridngulos
ABC con lados iguales BC y AB o AC y AB. Pero, al igual que con la media-
triz,ademds de A y B deben extraer de estas circunferencias los puntos U
yV (ver figura |) que resultan de la interseccidn de la recta que pasa por
Ay B con cada una de las circunferencias.

* Sidispusieran de la propiedad de que los dngulos que se oponen a lados
congruentes deben ser congruentes podrian tratar de ‘“construirse”
angulos simétricos como muestra la figura 2, serd el eje de simetria el que
contenga a los puntos C. Utilizar esta propiedad como privilegiada para
desplegar tridngulos isésceles se vuelve menos pertinente para el caso de
que los lados congruentes ya no sean AC y BC.

Figura 1 Figura 2

Segundo momento: Intercambio en pequefios grupos con la consigna de acordar
una respuesta al problema para ser presentada y defendida al resto de la clase.

Es probable que durante la discusidn entre pares se amplie el ndmero de
soluciones (pudiéndose o no obtener el conjunto solucién del problema), se
analicen aquellas soluciones incorrectas (por ejemplo la consideracion del punto
medio de AB como posible punto C), se comparen las estrategias de resolucion,
se fundamenten las distintas soluciones halladas a partir de los conocimientos
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puestos en juego (por ejemplo, la circunferencia como el conjunto de puntos del
plano que equidistan de uno fijo, la mediatriz como el conjunto de los puntos del
plano que equidistan de dos puntos dados, distintas propiedades de tridngulos
isdsceles).

Tercer momento: Intercambio con el grupo clase

En este momento se ponen en consideracién las respuestas y construcciones
de los distintos grupos. Dependiendo de los conocimientos disponibles en el
momento en que la actividad entra al aula (decision que compete al docente)
habilita diferentes escenarios, como ser:

e La discusidon en torno a la exhaustividad. El uso del articulo ‘los’ en la
consigna involucrando el “todos”.

* La equivalencia de definiciones, como por ejemplo, la consideracién de la
mediatriz como: el conjunto de puntos del plano que equidistan de dos
puntos dados, el conjunto de puntos definido por el vértice opuesto al
lado desigual (AB) de los distintos tridngulos isdsceles que comparten
el lado AB, la recta perpendicular al segmento AB por su punto medio
(movilizada a partir de la busqueda de alturas posibles para el tridngulo
ABC), entre otras.

* La definicién del conjunto de puntos que satisfacen una determinada
propiedad como lugar geométrico.

* La discusién en torno a la validacion de los resultados con relacidon a
qué cuestiones son suficientes para fundamentar una construccién en
Geometria y la reflexién acerca de las relaciones matemadticas puestas en
juego en las distintas argumentaciones que tuvieron lugar en el aula.

* La discusion en torno a la relacién entre la construccién fisica de cada
tridngulo isésceles v la construccidn tedrica que moviliza las distintas rela-
ciones de los objetos implicados (circunferencia y mediatriz).

El problema planteado habilita distintas direcciones a seguir. Se proponen a con-
tinuacion algunas posibles, para las que se sugiere considerar momentos de
trabajo en el aula similares a los descriptos para el problema |.




2. Dados dos puntos fijos A y B en un plano, ubicar los
puntos C de dicho plano de manera que ABC sea un trian-
gulo rectangulo.

La exploracién en torno a la resolucidon de esta consigna po-
dria dar lugar a la definicidn de circunferencia como el lugar
geométrico de los puntos del plano que forman dngulo recto Figura 3
con Ay B, afiadiendo éstos (ver figura 3).

3. Dados dos puntos fijos Ay B en un plano, ubicar los puntos C de dicho plano
de manera que el tridngulo ABC sea obtusdngulo.

Esta variante del problema permite discutir que los tridngulos obtusdngulos
tienen el vértice opuesto a AB fuera de la faja de perpendiculares al segmento
AB por sus extremos (cuando uno de los rayos del dngulo obtuso contiene al
segmento AB). En el caso en que el dngulo obtuso sea el opuesto al segmento
AB, los puntos C estardn en el interior de la circunferencia de didmetro AB
mencionada en el punto 2.

Esta Ultima cuestion permitiria dar lugar a la discusidn acerca de una definicion
equivalente de dngulo obtuso (o agudo), dependiendo de si el vértice del dngulo
es exterior o interior a una circunferencia'®.

4. El docente propone extender el problema con-
siderando los infinitos planos que contienen al seg-
mento AB.

Esta ampliacion permitirfa abordar el concepto
de lugar geométrico en tres dimensiones. Los lu-
gares geométricos obtenidos al trabajar en el plano
(mediatriz y circunferencias) constituyen las gener-
atrices de las superficies de revolucién que condu-
cen a las soluciones de este nuevo problema (ver
figura 4).

exterior o interior a la circunferencia de diametro PQ, determinado a partir de considerar dos puntos Py Q
arbitrarios en estos rayos.
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Abordado en el momento en que se estudia la Geometria analitica, la resolucién
del problema permite analizar los lugares geométricos que intervienen en la
solucidn, a partir de las ecuaciones que los caracterizan. La decisidn respecto de
los diferentes sistemas de referencia que podrian adoptarse habilita la discusién
en torno a su arbitrariedad. Ademads se pueden movilizar diferentes conocimien-
tos como por ejemplo aquellos vinculados al dlgebra vectorial (por ejemplo,
la ortogonalidad de vectores), la nocién de distancia euclidea, la interseccién
entre lugares geométricos a partir de la resolucidn de sistemas de ecuaciones
(para determinar, por ejemplo, las posiciones de C para que resulte un tridn-
gulo rectdngulo isdsceles en el plano, o las posiciones de C en el espacio para
obtener un tridngulo equildtero que supone considerar la interseccién de dos
superficies esféricas).

Criterios para reconocer avances en la comprension de los
contenidos

En la matriz, hemos optado por incluir en la columna correspondiente al Nivel 2
aquellos criterios que suponen o bien una profundizacion de lo mencionado en
el Nivel | o bien la incorporaciéon de nuevos criterios que no se consideraron
alli. Sin embargo el tipo de experiencias mencionadas en el Nivel | que recu-
peran las sugeridas en la seccion A2 deberfan formar parte del Nivel 2, més alld
de no haber sido explicitamente enunciadas.

Mapa de progreso
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Lo construible, lo invariante, lo sintético, lo analitico
Descriptores del alcance de la comprension

Nivel lll. En los primeros anos del
desempeiio profesional

Explora, conjetura, valida y demuestra propiedades de las
figuras geométricas a partir de problemas de construc-
cién mediante el uso de distintos instrumentos.

Produce distintas caracterizaciones de una figura geo-
métrica obtenida a partir de diferentes relaciones
geométricas, analiza la equivalencia entre ellas. Analiza las
condiciones minimas necesarias para caracterizar un ob-
jeto geométrico.

Resuelve problemas de construccion condicionados por
diferentes instrumentos geométricos tradicionales (regla
y compas) y software de Geometrfa dindmica.

Percibe a los instrumentos como objetos fisicos funda-
mentados en objetos y relaciones matemdticas (el com-
pds como el objeto que tiene detrds la circunferencia).

Construye con regla y compds nimeros construibles.

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Analiza demostraciones de una misma propiedad iden-
tificando los distintos conocimientos desplegados vy los
supuestos asumidos por la comunidad de la clase y/o por
la comunidad matemdtica.

Produce e interpreta demostraciones a partir de dife-
rentes conocimientos desplegados y supuestos asumidos.

Resuelve problemas de construccién incorporando
ins-trumentos mecdnicos no tradicionales (trisecador
de dngulos, pantdgrafo, etc.) e interpreta la relacidn
entre el funcionamiento del instrumento y las relaciones

matemdticas puestas en juego.

Analiza la Geometria a la que da lugar la restriccién del
uso de determinados instrumentos.

Relaciona los instrumentos con las propiedades que se
mantienen invariantes en la construccién.

Estudia la posibilidad o imposibilidad de construccidn de
los nimeros mediante el uso de regla y compads.

Analiza criticamente desde los puntos de vista matema-
tico y diddctico diferentes tareas que permitan abordar
en el aula la exploracidn, la generacion de conjeturas, la
validacion, el tratamiento de las definiciones y propie-
dades de las figuras y lugares geométricos.

Genera consensos en el aula con referencia a los modos
de validacion en Geometrfa, las diferentes representa-
ciones, los métodos o procedimientos aceptados, entre
otros, teniendo como referencia los acuerdos convenidos
en el seno de la comunidad matemdtica y los conocimien-
tos de esa clase.

Selecciona y secuencia tareas en funcion del tipo de
relaciones que pretende movilizar en sus estudiantes
mediante los problemas de construccidon con distintos
instrumentos.

Analiza distintos procedimientos desplegados por estu-
diantes de escuela media durante la resolucién de pro-
blemas de construccion con distintos instrumentos.

Analiza las producciones de los estudiantes e interviene
para promover el avance en la resolucién de un problema
geométrico contextualizado en el conocimiento de los




Nivel I. Alpromediar la formacién inicial
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Nivel Ill. En los primeros anos del
desempeio profesional

Utiliza las propiedades geométricas conocidas para dar
lugar a la construccién de figuras y lugares geométricos y
analiza la existencia y el nimero de soluciones.

Analiza la relacién entre la construccién fisica vy la con-
struccidn tedrica accediendo a la consideracion de la
existencia de los objetos matematicos.

Analiza la dualidad entre la existencia fisica y la existencia
tedrica, en particular en el tratamiento del error en la
medicion.

Resuelve problemas elaborando modelos en los que in-
tervienen conocimientos geométricos.

Explora, conjetura y demuestra propiedades que man-
tienen su invariancia por isometrias y semejanzas.

Explora, conjetura y demuestra teoremas que movilizan la
relacion de semejanza (por ejemplo el teorema de Tales,
las relaciones trigonométricas).

Relaciona los métodos sintéticos y analiticos para ex-
plorar las formulas de drea de figuras bidimensionales vy

Estudia la posibilidad de solucién de problemas de con-
struccidn e incorpora el aporte del método analitico para
fundamentar la no existencia de soluciones. Estudio de la
imposibilidad de solucién de problemas cldsicos.

Resuelve problemas elaborando modelos en los que in-
tervienen conocimientos geométricos.

Reconoce la utilizacion del V postulado de Euclides en la
demostracién de propiedades de la Geometria sintética.

Analiza la no equivalencia de sistemas axiomdticos a
partir del andlisis de algunas propiedades como la suma
de los dngulos interiores de un tridngulo y su relacién con
el quinto postulado de Euclides.

Explora y conjetura algunas propiedades que mantienen

su invariancia por transformaciones afines y proyectivas.

Establece relaciones entre las distintas transformaciones
a partir de las propiedades que se mantienen invariantes.

Explora las medidas de magnitudes (drea, perimetro, volu-
men) de algunos fractales.

estudiantes.

habiliten la
reflexion sobre el error en la medicién vy la importancia

Disefia y selecciona situaciones que
de controlarlo o no en funcidn de los contextos implica-

dos (generalmente extramatemdticos).

Selecciona y disefia problemas en diferentes contextos
cuyas resoluciones requieran de la elaboracién de mod-
elos matemdticos en los que intervengan conocimientos.

Analiza criticamente desde los puntos de vista matemati-
co y diddctico diferentes tareas que permitan abordar en
el aula la exploracién, generacién de conjeturas y vali-
dacion de propiedades que se mantienen invariantes por
isometrfas y semejanzas.

Selecciona y secuencia tareas en funcién del tipo de rela-
ciones que pretende movilizar en sus estudiantes en rel-
acién con las distintas transformaciones.

Selecciona y disefia problemas que posibiliten la ex-
ploracién y validacién de férmulas y el tratamiento de las

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000




Nivel I. Alpromediar la formacion inicial

tridimensionales y volumen de figuras tridimensionales.

Resuelve problemas trabajando las nociones de drea vy
volumen como magnitud, en forma independiente de la
formula y sin utilizar unidades de medida.

Pone en relacion distintas aproximaciones a las cénicas y
cuddricas a partir del método analitico y mediante el uso
de diferentes registros (coloquial, gréfico y algebraico).

Nivel 1. Al finalizar la formacion inicial

Pone en relacién distintas aproximaciones a las cdnicas
y a algunas cuddricas a partir de los métodos sintético y
analitico y mediante el uso de diferentes registros (colo-
quial, grafico y algebraico).

Analiza la conveniencia de los métodos analitico y sintéti-
co en la resolucién de problemas.

Analiza posibilidades de descontextualizacién -propias del
registro algebraico- durante el tratamiento de los objetos
geométricos involucrados en la resolucién de un prob-
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Nivel Ill. En los primeros aiios del
desempeiio profesional

nociones de drea y volumen como magnitudes indepen-
dientemente del uso de férmulas.

Selecciona problemas que habiliten el tratamiento de
las cénicas consideradas en su proyecto de ensefianza
mediante el uso de diferentes registros (gréfico, algebra-
ico, numérico).

lema.

Nucleo 2: Lo analitico

Presentacion del nicleo

Partiendo de los acuerdos epistemoldgicos y cognitivos sefialados en la introduc-
cién y atendiendo a la formacion docente, fundamentamos aquf las decisiones
tomadas para presentar los elementos centrales del nicleo lo andalitico'",

Se encuentran en la Historia de la Matemdtica diversos problemas que dieron
origen al pensamiento propio del Andlisis. Podemos mencionar en el campo
de los problemas fisicos: el estudio de las variaciones de posicidn, velocidad,
aceleracién; en el campo geométrico: la identificacion de la recta tangente a una
curva o el cdlculo de dreas bajo ella, entre otros. En sus inicios se avanzé en el

conocimiento matemdtico con aproximaciones no formalizadas que requirieron
el paso de muchos afios de trabajo hasta constituirse en saberes formalizados
y deductivamente organizados. El hecho de poder manejar, con herramientas
matemadticas, “lo variable” resultd clave para aproximar respuestas a los prob-
lemas. Asimismo, la necesidad de formalizar tanto planteos como respuestas,
requirio refinar el significado de lo infinitamente pequefio o grande, lo desprecia-
ble, lo infinitesimal, generdndose conceptos (como el de Iimite o sucesiones) que
hoy en dfa permiten sustentar deductivamente el Andlisis. A partir de intereses
de la Fisica, comenzd la necesidad de extender conceptos y resultados a espa-
cios mds generales, y de este modo se generalizaron mdltiples resultados que




ponen en evidencia cuestiones estructurales de fondo que no se advertian en
los primeros resultados alcanzados. Debido a intereses propios de la Matemdtica
se formalizaron deductivamente esos avances. Asi, desde los primeros usos in-
formales de los nUmeros reales, la completitud, la nocién de limite, etcétera, se
llegd, afios mds tarde, a un cuerpo de conocimiento preciso que constituye el
Andlisis topoldgicos. Se sumaron mds problemas a estas construcciones, de opti-
mizacion en Fisica, estudio de ondas, flujos, problemas de equilibrio, etcétera. Al-
gunos de estos problemas produjeron nuevamente el avance de la Matematica,
al facilitar la generacion de nuevos saberes o permitir nuevas aplicaciones de
conceptos ya desarrollados.

Aungue el conocimiento histérico permite tener un panorama de los desarro-
llos matemdticos y situa la construccion de conceptos en relacidon con proble-
mas que los originaron, a la hora de la ensefianza no necesariamente indica una
secuencia a seguir. Sin embargo, pone en evidencia complejidades inherentes a
los objetos cuya identificacidn resulta Util para disefar su aprendizaje.

En la formacién inicial y continua de profesores de Matemadtica, los estudios
histdrico-epistemoldgicos contribuyen significativamente a la construccién de
una perspectiva no tecnicista y que permita una comprensién profunda de la
naturaleza de la ciencia. En este sentido, debemos considerar ciertos aspectos
centrales, al pensar en la ensefianza de esta rama de la Matemdtica. Se hace
necesario acercar a los estudiantes a nuevos sentidos de los objetos del Andlisis
que no formaron parte de sus experiencias en la escuela secundaria. A modo de
ejemplo, mencionamos la complejidad de precisar nociones como la de ndmeros
reales, el concepto de funcidn, sucesiones, etcétera.

El conjunto de los nimeros racionales es el que ha sido predominante en la
formacion, incluso favorecido por el uso de las calculadoras o computadoras
no permitiendo una facil comprensidon de las diferencias entre él y el conjunto
de los nimeros reales. También vale mencionar respecto del concepto de fun-
cidn y del de sucesidn, que escasamente son comprendidos y suelen ser utili-
zados en muchos casos, Unicamente en tareas de tipo rutinario. Al margen de
la complejidad inherente a los conceptos, otro aspecto a tener en cuenta es la
complejidad Iégica de las definiciones vy resultados. Basta imaginar el concepto
de limite, la comprensidn se ve dificultada pues suele ocurrir que los estudiantes
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no han trabajado previamente con proposiciones cuantificadas con mds de un
cuantificador. También seria deseable considerar que algunas nociones centrales,
como la de funcién o limite, pueden en primeros acercamientos ser compren-
didas de un modo dindmico, poniéndose el énfasis en procesos que permiten
primeros acercamientos a los conceptos, pero que no resultan suficientes (por
ejemplo, hacer una tabla de valores para explorar un limite). Serd necesario
sobrepasar el enfoque puramente dindmico para obtener un acercamiento al
objeto matemdtico, lo que requiere una intencionalidad expresa del docente y
una profunda y compleja tarea cognitiva.

Lo mencionado anteriormente tiene la pretensién de fundamentar la presen-
tacion de los sub-nucleos que constituyen este nicleo al mismo tiempo que
establecer las preguntas centrales, agrupadas en conceptos claves, que el futuro
docente deberfa poder responderse al finalizar su formacion inicial. Estos son:

* Lo variacional.
» Aproximaciones de lo no lineal.

* Lo infinitamente grande o pequefio.

Algunos interrogantes que refinan las preguntas centrales, que se presentan en
el esquema, se mencionan a continuacion.

» ;,Cudles fueron las razones en la ciencia que motorizaron la idea de
procesos variacionales?

» ;Cudles fueron las razones histdricas/epistemoldgicas que dieron origen
al Célculo Infinitesimal?

 ;Por qué se debe trabajar “la Matemdtica del cambio y del movimiento'™?
;Qué recursos matemadticos son apropiados para tal fin?

» ;,Qué significados de los procesos variacionales se ponen de manifiesto
con mas claridad en los distintos contextos en los que se trabaja (numé-
rico, algebraico, verbal, grafico, fisico)?

» ;Cudles son las estrategias que deben utilizarse para modelizar?

» ;Qué tipo de argumentaciones son propias del pensamiento tipico del
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Andlisis? de los métodos, compararlos y explicarlos.
* ;Cémo permite el enfoque numérico avanzar en la solucién de problemas * Comprender los conceptos y propiedades que permiten fundamentar el
analfticos? Andlisis.

* ;Por qué dar existencia a los conceptos formales de limite, continuidad,

derivadas, etc., como objeto de ensefianza? A continuacién presentamos el esquema recordando la importancia de leerlo

vinculado al resto de los elementos incluidos en el ndcleo y considerando las
* ;Por qué es necesario formalizar las ideas intuitivas de limite, de infinito, de fuertes relaciones que vinculan los nicleos entre sf.

procesos arbitrariamente chicos o grandes, el concepto de nimero real,
etcéteral ;Qué desarrollos no podrian hacerse sin estas formalizaciones?

» ;Qué tipo de planteos se pueden resolver sélo con nimeros racionales?
;Como se superan las limitaciones del trabajo con racionales?, jqué carac-
teriza al conjunto de los reales y los distingue del de los racionales?

e ;,Cudl es el significado matemdtico del infinito?

» ;Qué propiedades aplicables a conjuntos finitos siguen valiendo en con-
juntos infinitos? ;Cudles propiedades vdélidas para conjuntos finitos dejan
de valer en conjuntos infinitos?

* ;Como manejar la dindmica de los procesos (ej: limite) para que puedan
comprenderse como objetos matemdticos?

* ;Como reconocer vy diferenciar los modos de pensamiento algebraico vy
aritmético en contraste con el propio del Andlisis?

Objetivos especificos de aprendizaje

* Modelizar matemdticamente procesos variacionales a través de descrip-
ciones simplificadas de los fendmenos de la realidad.

» Utilizar modelos matemdticos para estudiar fendmenos, anticipar com-
portamientos variables, etcétera.

 Utilizar la intuicion proveniente de los modelos fisicos como medio para
formalizar definiciones y teoremas e interpretar los resultados.

» Conocer desarrollos histdricos de distintas nociones del Andlisis.

» Utilizar métodos numéricos como herramienta para proponer soluciones
aproximadas a problemas. Comprender las razones del funcionamiento
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/ . - \ Estudio matematico de nociones fisicas, geométricas y de Las funciones: sus representaciones y su estudio
Pensamiento variacional. L, . : Funci | les d q . iabl
optimizacién (ondas, flujo del calor, velocidad, centros de Vincula con los nideos unciones elementales de una y de varias variables.
) L ) gravedad, aceleracién, problemas de maximos y minimos, “Lo algebraico”y Tipos de funciones. Coordenadas: cartesianas,
fenéam'TntO aritmeético-algebraico- recta y plano tangente, etc.) “Lo geométrico” polares, etcétera. Funciones vectoriales. Funciones
uncional. ) . . . L L
Superficies orientadas, trayectorias. Recta tangente a una curva y complejas (holomorfas). Funcién implicita.
atamiento de s isualdad plano tangente a una superficie. Derivadas. Diferencial. Hessiano. Comportamientos funcionales, distintos elementos
ratamien i . o . ., e ") ) . .
atamiento de las igualdades Multiplicadores de Lagrange. Gradiente. Rotor. Integracion en para su andlisis (ceros/maximos/inflexién/punto silla,
una y varias variables, cdlculos de longitudes de curvas. asfntotas, continuidad, etc.).
Procesos de modelizacion matemética. Ecuaciones diferenciales. Series de potencia, Series de Fourier, Resolucién de ecuaciones. Proceso inverso vy
Complejos. Funciones complejas, etc. funciones inversas
Método de resolucién de problemas: A A
PSR, o 4
Heurfstico-Dialéctico-Aproximaciones
analiticas y geométricas. Vincula con los nicleos

“Lo algebraico” y
“Lo probabilistico y
lo estadistico”

/

Métodos numéricos y su potencialidad LO INFINITAMENTE GRANDE O
para resolver problemas que no admiten PEQUENIO

solucién exacta.

(Cdmo precisar la nocién de tendencia?
(Qué caracteriza al conjunto de ndmeros
reales y lo distingue del conjunto de los
ndmeros racionales?
1Qué precisiones matemdticas se
requieren para formalizar las ideas
intuitivas del Analisis?

Utilidad de elementos analiticos para
superar el enfoque geométrico.

Optimizacién de funciones.

Estudio de problemas de optimizacién, de
la recta tangente a una curva y plano
tangente a una superficie.

LO VARIACIONAL APROXIMACIONES DE
Problemas de optimizacién en Economia, iDe qué modo describir matematica- LO NO LINEAL

Biologfa, Sociologfa, etcétera. mente la variacidén de los procesos que ;Cémo aproximar funciones?
modelizan el mundo fisico y material? iCémo obtener la mejor aproximacion
Uso flexible de las formas de representar {Cdémo obtener informacién de lineal de una funcién?

los procesos variacionales: verbal Vincula con los nicleos procesos variacionales que permita iCoémo expresar analiticamente
(coloquial), visual, numérica y algebraica- “Lo numérico y describirlos, estimar magnitudes, razones de cambio?
aritmético”, .o . . s Y
mente. 0 ' . optimizar procesos y predecir compor- /Cémo optimizar procesos? Vineula con el nicieo
o algebraico”y . > . > > Lo numérico y
“Lo probabilistico y tamientos? JCémo estimar dreas y voldimenes? aritmético”y

Argumentacion, validacién. lo estadfstico” “Lo algebraico”

Sistemas de representacion grdfica de

funciones (coordenadas polares, Métodos exactos y aproximados del Andlisis Elementos para fundamentar el Anélisis
cartesianas, eﬁc.).l(iambios de coordena- Aproximacion de funciones mediante polinomios y mediante Teorfa de conjuntos. Paradojas del infinito. Nocién de
das. Parametrizaciones. Grdficos de curvas polindmicas a trozos. Recta y plano tangente. Férmula de Taylor: sucesiones. Limite funcional. Series. Concepto de
y superficies. Estudio de cotas de errores. Integraciéon: métodos exactos y |« nimero real y conjunto de los nidmeros reales:
aproximaciones numéricas. Controles del error construccién,  expresiéon  decimal.  Completitud.
Recursos Tecnoldgicos: graficadores, Voldmenes de sélidos y voldmenes de revolucidn. Sucesiones de Cauchy.Tipos de infinito (numerabilidad
Planillas de calculo, procesadores Vinculo entre derivacién e integracion. y no numerabilidad). El concepto de funcién como
.S'mbc’l'c‘?s' sistemas y plataformas Resolucién numérica de ecuaciones. Métodos (biseccidn | terna funcional. Métricas, Generalizaciones de concep-
informdticas. ) ’ ) ) P

/ Newton, etc.) y andlisis de convergencia. tos y resultados a espacios métricos y topoldgicos.




Las preguntas del esquema, asi como las ampliatorias ya presentadas deberfan
responderse al ir considerando los grandes temas descriptos. Para lograr que se
comprendan los grandes temas y las respuestas a las preguntas con sus alcances
o limitaciones debemos considerar aspectos propios del saber matemadtico, que
aqui detallamos y que se sintetizan en el recuadro de la izquierda del esquema.
Resulta apropiado fomentar los métodos de trabajo propios del campo analftico
como lo son: el pensamiento variacional, los métodos numéricos como herra-
mienta para abordar problemas que no admiten solucidn exacta o ésta es de
compleja obtencidn, la modelizacién matemdtica para describir simplificaciones
de la realidad que sean abordables desde lo matemético, entre otros. Es necesa-
rio el trabajo con acotaciones de errores que permitan tener control sobre el
grado de ajuste de las aproximaciones numéricas.

Para el tratamiento de todos los conceptos y problemas, enfatizamos la necesi-
dad de una primera aproximacion intuitiva a ellos para después, en una segunda
etapa, lograr mayor precisién; por ejemplo, la construccion del concepto de
funcidn a partir de una primera presentacién “intuitiva” relacionada con una
relacion entre variables, anterior a la formal.

Al mismo tiempo, serfa deseable trabajar con problemas que originaron el Andli-
sis (como el problema de encontrar la recta tangente a una curva, calcular el
drea bajo una curva, problema de la velocidad instantdnea, de flujo, de ondas,
etc.) y con problemas de optimizacidn que son utilizados por otras dreas del
conocimiento, como la Economia, Sociologfa, Ciencias de la Organizacion, Bio-
logia por ejemplo. Los problemas intra-matemdticos, cuya respuesta interesa a la
comunidad matemdtica, también deberfan tenerse en cuenta, como por ejemplo:
la construccidn de los nimeros reales, la necesidad de fundamentar el Andlisis
y el modo en el que se logrd hacerlo, generalizaciones de nociones (la nocién
de convergencia de funciones en distintos espacios métricos o la continuidad en
espacios topoldgicos, entre otros), etcétera.

Se propone estimular la discusidn respecto a cuestiones como: la conveniencia
de la exploracidon como forma de aproximarse a comprender los problemas
poniendo en juego distintos recursos matemadticos, por un lado, y su alcance
limitado frente a la potencia de los conceptos y sus propiedades, por el otro; la
nocién de infinito actual y potencial, el hecho de conocer los desarrollos histéri-
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cos de las nociones con el objetivo de ampliar las concepciones filosdficas
sobre los objetos asi como para pensar proyectos de ensefianza que permitan
recuperar en el aula diferentes sentidos, la dificultad de sobrepasar la comp-
rension puramente dindmica de conceptos como el de limite o funcién, para
aprehenderlos como objetos matemdticos, el entendimiento de las relaciones
que estructuran las ideas del Andlisis, entre otras.

En este nucleo cobra relevancia el uso flexible de las formas de representar los
procesos variacionales: mediante el uso de la lengua natural, la comprensidn de
las representaciones gréficas, el acercamiento numérico vy lo algebraico. Serfa
interesante que el lenguaje simbdlico sea usado para comunicar resultados o
conceptos que pueden ser explicados en lengua natural, para extraer informa-
cidn a partir de ellos y expresarla en lengua natural (cuando un concepto o
propiedad se presentan de ese modo por primera vez) o para extraer nueva
informacion del objeto representado luego de trabajar con los simbolos. Suge-
rimos que las argumentaciones, justificaciones y demostraciones propias del
campo estén presentes en todo momento, aceptando distintos grados de pre-
cision en ellas, justificaciones provisorias o incompletas favoreciendo su gradual
mejoramiento. Necesariamente las argumentaciones y explicaciones necesitan
expresarse en lengua natural (a la vez que utilizando el lenguaje simbdlico) para
poner de manifiesto no solo la comprension de lo expuesto sino para promover
el aprendizaje del uso apropiado de la lengua. El uso de la notacién simbdlica
serfa necesario que se explique, poniendo de manifiesto la diferencia entre el
modo de hablary el uso de los simbolos (orden en el que se presentan los sim-
bolos a diferencia del orden en el que se habla, por ejemplo).

La comunicacion a través de los graficos podrd darse en distintos tipos de
coordenadas, cada una de las cuales mostrard su utilidad al momento de re-
solver problemas.

Se sugiere promover el uso de recursos tecnoldgicos como software gra-
ficadores, o procesadores simbdlicos, al tiempo que el uso de plataformas
informdticas especificas permitirfa un trabajo cooperativo ante ciertas activi-
dades al tiempo que serfa una practica del uso de un recurso que, a la hora de
pensar en la ensefianza, tal vez resulte til.




Experiencias sugeridas para desarrollar durante la formacion
superior

Describimos algunas experiencias que se sugiere se incorporen al trabajo plan-
teado para los estudiantes, por considerarlas indispensables para alcanzar la
comprensidn de los aspectos sefialados en este documento.

* Los estudiantes realizan, en grupo, rastreos histdricos de nociones
matemdticas tomando distintas fuentes y siendo capaces de identificar
problemas que dieron origen a las nociones en cuestidn. En base a lo
indagado en el rastreo histdrico, identifican posibles fuentes de dificulta-
des que pueden encontrar los estudiantes y estudian la conveniencia del
disefo de propuestas diddcticas que recuperen antiguos sentidos.

* Los estudiantes se enfrentan con la resolucidon de problemas (o los que
originan los conceptos, o de optimizacion, etc.) cuya resolucion descono-
cen, elaboran acercamientos, identifican que los conocimientos disponi-
bles no son suficientes para resolverlos, si es necesario buscan informacién
en textos de nivel superior, sintetizan informacion, la explican oralmente,
retoman la actividad con herramientas matemadticas apropiadas y analizan
el tipo de actividad matemdtica puesta en juego.

* Los estudiantes modelizan situaciones reconociendo qué hipdtesis adicio-
nan, qué variables descartan, cdmo es el planteo del problema matema-
tico que se le puede asociar a la situacidn inicial, lo resuelven, verifican la
solucion, reformulan el modelo en caso de la no adecuacion de la misma.
En retrospectiva, reconocen las etapas transitadas en el proceso de mode-
lizacion matemdtica.

* Exploran con graficadoras el comportamiento de funciones descono-
cidas, planteando conjeturas sobre su comportamiento. Luego, abordan la
justificacion de las conjeturas con herramientas matematicas.

» Utilizan procesadores simbdlicos para resolver actividades de cdlcu-
lo. Estudian casos en los que los procesadores no son Utiles y explican
matemdticamente errores de los mismos.

* tilizan recursos computacionales para operar numéricamente al momen-
to de resolver situaciones con métodos numéricos. Comparan el uso de
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estos recursos con el uso del papel y lapiz.

* Los estudiantes presentan argumentos que defienden alguna posicion
(por ejemplo la convergencia de un método para estimar raices de
funciones) ante sus pares quienes pueden complementar la argumenta-
cién con otros elementos matemdticos (en el ejemplo que se puso entre
paréntesis aqui mismo: convergencia mas rdpida, condiciones para la apli-
cabilidad del método, etcétera).

Un ejemplo de consigna para trabajar en alguna experiencia
del tipo de las descriptas

Se supone trabajado el concepto de limite funcional con la definicién épsilon-
delta.

Primer momento (trabajo individual)'?
A Pedro se le presentd una funcion f: R — Ry se le pidié calcular el limite de

f cuando x tiende a cero. El propuso ndmeros cercanos a cero por izquierda y
por derecha y construyd la siguiente tabla:

A partir de la informacion de la tabla, te X f(x)
. -0l 09
preguntamos, para cada uno de los si- =7 059
guientes casos, jqué se podria afirmary  [-0.00] 0.999
por qué razdn, sobre el Iimite de la fun-  |-0.000! 09999
L . ) - 0.0000 099999
cién f cuando x tiende a cero! ~0.00000] 0.595995
o, . _ - 0.000000 09999999
a) Si Unicamente se dispone de la infor-  [755000000] 099999999
macién suministrada por la tabla anterior. | 0.1 L1
00l 101
. . 0001 1,001
b) Si la tabla se puede seguir generando 0.000] 10001
indefinidamente manteniendo la misma 0.0000 1.0000
tendencia y forma de completarse que  |-2:00000] 00000
G 0000000 1.000000 |
utilizS Pedro. 0.00000001 1.00000001
0.00000000| 1.00000000

modelo dinamico-practico luego de la ensefianza de limite funcional, (2009), Memorias del 102 Simposio de
Educacion Matematica, formato CD.




Respuestas esperadas a cada ftem son las siguientes.

a) Deberfan responder que la tabla conformada con una cantidad finita de valo-
res no es suficiente para arriesgar el valor de un limite, ni siquiera su existencia

b) Es altamente probable que en el caso b) el estudiante considere que si la tabla
siguiera generdndose del mismo modo, el Iimite serfa I, lo que es incorrecto.
Para ello se propone la siguiente consigna.

Segundo momento (trabajo en grupos)

¢) Marta presentd para el mismo pro-

blema, la siguiente tabla de valores que X f(x)
sigue completdndose con el mismo crite- |- 8'(')| 8'29
rio. ;Qué indicarfa esta tabla respecto del  [500] 0,995
limite de la funcién cuando x tiende a 0? |- 0.0001 09999
;Cémo se responderfa nuevamente a la 200001 099999
) , - 0,000001 0999999
pregunta del ftem b) anterior? o1 3
L ‘0 . - 0011 3
d) Exhibir simbdlicamente una tal funcién =557 3
y mostrar grdficamente el comporta- |- 000011 3
miento de ella. 0.l L]
00! 10|
e) ;En qué parte de la definicién de limite 0.00] 1.00!
: > 0.000| 1.000|
sel toman en cons@eracpn los vallores 500001 00001
asignados a la variable independiente 0.000001 100000 |
que estan presentes en una tabla de val- 0.000000! 1.000000!
ores! ;Se desprende de la definicion que 8'??()0000' ;OOOOOOOl

si la tabla se construyera evidenciando 0011 5
una tendencia, ese hecho garantiza un 0.001 | 3
resultado para el limite? Explicar en pala- 000011 3
bras, numéricamente y graficamente.

Respuestas esperadas

En ¢) se espera que el estudiante advierta que la tabla de valores no es sufi-
ciente para asegurar un limite, con lo que se prevé que como respuesta al punto
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al punto b) ahora diga “puedo afirmar que si existe el limite, éste serd 1. No
puedo asegurar su existencia”.

En el d) se promueve un trabajo algebraico para obtener

n
x+1 si x=x , _ 10 2

f(x)= 4 g siendo Xp = (n+1)
3 Sl X#X, -10 2

Al mismo tiempo, se espera que el estudiante advierta el comportamiento no
sélo desde lo numérico sino en un grafico.

e) jEn qué parte de la definicion de limite se toman en consideracién los valores
asignados a la variable independiente que estdn presentes en una tabla de valo-
res?! ;Se desprende de la definicidn que si la tabla se construyera evidenciando
una tendencia, ese hecho garantiza un resultado para el limite? Explicar en pala-
bras, numéricamente y graficamente.

Tercer momento domiciliario (trabajo individual)

f) Buscar en al menos un texto de Matemdtica de nivel superior otra definicién
O una caracterizacién de la nocién de limite funcional que no sea la que utiliza
épsilon-deltal3. Presentarla simbdlicamente y explicar por escrito utilizando la
lengua natural qué significa.

Cuarto momento (trabajo grupal en clase nuevamente)

g) Utilizando la definicidn alternativa, explicar lo trabajado en los items a) y c).

h) Dejar por escrito conclusiones de lo realizado y prever posibles errores en
los estudiantes al momento de estudiar esta nocién.Vincular esta respuesta con
formas de presentar el concepto.

f definida en a). El limite de f cuando x tiende a a es L si y sdlo si toda sucesién {x } € (conx #a Vn eN)

que converge a a satisface que {f(x )} _, convergea L.



Respuestas esperadas

Se espera que comprendan la definicidn o caracterizacién de limite via suce-
siones y que expliquen que el hecho de conocer el comportamiento de las
imdgenes de una (o una cantidad finita) sucesién (como la tabla muestra), no
basta pues se requiere que todas las sucesiones que tienden al punto analizado
cumplan que sus imdgenes tienen el mismo comportamiento.

Se espera la busqueda de informacidn matemdtica, la lectura auténoma v la
explicitacidon de la comprension utilizando lenguaje natural, simbdlico, numérico
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y gréfico.

Se prevé una anticipacién de dificultades que estudiantes de nivel secundario
seguramente tendrdn al momento de estudiar la nocién y el vinculo con la
forma de presentar el tema de la mano del profesor (el abusivo uso de tablas en
la ensefianza, induce esta concepcion errénea de que la dindmica manifestada
en ellas basta para conocer los limites. Al mismo tiempo, el recurso de la tabla
es altamente adoptado porque se ha mostrado Util en el contexto de graficar
funciones.

Criterios para reconocer avances en la comprension de los contenidos

Mapa de progreso

Lo lineal para aproximar lo no lineal. Lo variacional. Lo infinitamente grande o pequeiio.
Descriptores del alcance de la comprension.

Nivel Ill. En los primeros ainos del

desempeiio profesional

Conoce el origen histdrico, tanto geométrico como fisico
de las nociones de derivada y drea bajo una curva.

Identifica en la derivacion y en la integracion procesos
inversos.

Optimiza procesos operando con derivadas y valida argu-
mentaciones y demostraciones en los distintos registros.

Resuelve problemas de baja complejidad tanto de opti-
mizacién como de aplicaciones a otras areas.

Explora procesos inversos referidos a funciones y analiza
cdmo se manifiestan en las distintas representaciones.

Aplica las herramientas del cdlculo para plantear o resol-
ver problemas de la fisica, la Geometria y de optimizacion.
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Usa flexiblemente las derivadas en contextos de fun-
ciones de varias variables. Vincula con diferenciabilidad.
Comprende la extensién de las nociones a varias vari-
ables

Resignifica los procesos inversos de derivaciéon e inte-
gracion vinculdndolos con los problemas que les dieron
origen.

Usa técnicas analfticas para el planteo de soluciones a
problemas fisicos

Plantea y resuelve problemas fisicos, geométricos y de
optimizacion. A partir de soluciones simbdlicas a proble-
mas extrae informacion en términos de los problemas.

Organiza secuencias diddcticas para ensefiar el concepto
de derivada utilizando distintos problemas en los que se
pone de manifiesto el interés por el concepto.

Utiliza la evolucion histérica del concepto de derivada
para proponer actividades grupales que generen la dis-
cusién de los avances, retrocesos y controversias en el
surgimiento del concepto.

Propone situaciones fisicas adaptdndolas al nivel secun-
dario.

Selecciona y secuencia actividades para que los estudian-
tes puedan realizar ejercicios interactivos que utilicen ra-
zones de cambios en nuevos contextos.
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Nivel lll. En los primeros afos del

desempeio profesional

Calcula la rectas o planos tangentes a distintas funciones
en un punto. Los utiliza para aproximar resultados.

Utiliza recursos tecnoldgicos para explorar posibles solu-
ciones a problemas (tangencia, extremos, etcétera).

Modeliza a través de funciones procesos descriptos en
lengua natural o numéricamente, reconociendo que debe
utilizar con la terna funcional.

Explora intuitivamente conceptos y propiedades.

Describe el comportamiento de funciones verbal, gréfica
y numéricamente de forma manual y/o calculadora/grafi-
cadores, para visualizar el comportamiento de funciones
de una y varias variables, utilizando distintas coordenadas.

Reconoce lo complejo de describir numéricamente fun-
ciones trascendentes. Utiliza software graficadores para
explorar su comportamiento.

Utiliza la exploracion numérica o grdfica como recurso
para abordar situaciones cuya solucién desconoce.

Identifica distintas Iégicas de construccién de patrones a
partir de secuencias (numéricas o geométricas)

Dispone de elementos para verificar resultados.

Argumenta, tal vez no con absoluta precision, razones que
explican sus procedimientos.
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Entiende el concepto de recta/plano tangente a una fun-
cién como la mejor aproximacion lineal local de ella en
un entorno del punto. Define con precision las nociones.

Acota resultados aproximados en los que utilizé planos o
rectas tangentes o métodos aproximados para el cdlculo
de drea o ecuaciones no lineales.

Extrae informacién matemdtica de la modelizacidon de
procesos (tanto sea que esté dada simbdlica, numérica
o gréficamente) para resolver problemas/situaciones de
la vida real.

Utiliza los conceptos del andlisis para estudiar funciones.

Analiza las funciones mediante series. Utiliza las mismas
para estimar valores. Conoce el modo en que las calcu-
ladoras estiman sus resultados.

Reconoce un problema que no admite solucidn exacta y
utiliza recursos tecnoldgicos para aproximar una solucion
posible, controlando el error cometido.

Argumenta respecto de la no validez del método induc-
tivo para proponer una generalizacién que describa una
secuencia finita que aparenta un patrén de construccién.

Resuelve ecuaciones diferenciales, sistemas de ecua-
ciones diferenciales, decidiendo el modo de encarar su
resolucion.

Incorpora la verificacién de resultados como parte del
proceso de resolucion de una tarea.

Argumenta con precisidn, razones que explican sus pro-
cedimientos.

Disefia instrumentos de evaluacién de proceso y de
resultado para evaluar por escrito y oralmente la com-
prension de conceptos y propiedades del Andlisis.

Analiza actividades para decidir si su resolucion exige re-
alizar el proceso de modelizacién (o son situaciones que
solo requieren la traduccidn al lenguaje simbdlico).

Propone actividades que se resuelvan elaborando mode-
los matemdticos.

Selecciona, analiza y propone actividades apropiadas para
presentar y desarrollar las funciones trascendentes, aten-
diendo a las particularidades de las curvas y manejando la
globalidad de las mismas a la vez que cuestiones locales.

Ajusta actividades propuestas en funcidn de las respues-
tas de los estudiantes, los errores usuales y la experiencia
acumulada.

Utiliza métodos inductivos en clase para favorecer el acer-
camiento a la comprensién de conceptos que requieren
del dominio de procesos infinitos. Argumenta respecto
de la validez matemdtica del procedimiento

Selecciona y disefia actividades que habiliten a la reflex-
ion para superar la concepcién dindmica de la nocién de
funcidn y aproximen a la comprensién como objeto.

Disefia modos de indagar las concepciones previas o rep-




Nivel I. Alpromediar la formacién inicial
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Nivel lll. En los primeros afos del
desempeio profesional

Conoce desarrollos histdricos de conceptos del Andlisis.

Maneja el concepto intuitivo de limite desde la explo-
racion numeérica, el acercamiento gréfico y el estudio de
las expresiones simbdlicas y sus propiedades.

Opera con numeros reales, resuelve limites, derivadas,
ecuaciones diferenciales, integrales, convergencia de suce-
siones, series.

Aplica métodos numéricos y obtiene soluciones aproxi-
madas a: ecuaciones no lineales, integrales, ecuaciones
diferenciales, etc. Reconoce que los resultados obtenidos
son aproximados, aunque no controle el error cometido.

Opera con funciones y manipula ternas funcionales.

Maneja los conceptos de completitud, convergencia de
sucesiones y series, limites, diferenciabilidad en los espa-
cios mas simples.
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Maneja fluidamente distintas formas de representar fun-
ciones de varias variables. Entiende los cambios de coor
denadas v los utiliza apropiadamente.

Anticipa dificultades de aprendizaje de conceptos del
Andlisis vinculandolas (cuando es posible) con la génesis
histdrica.

Conoce v aplica las definiciones de limite, diferenciabi-
lidad, integrabilidad, etcétera.

Analiza y explica por escrito y oralmente definiciones,
propiedades y demostraciones de resultados de concep-
tos del Andlisis.

Analiza la existencia y unicidad de soluciones a ecuaciones
diferenciales, ecuaciones no lineales, etcétera.

Acota errores al estimar numéricamente soluciones.

Comprende la necesidad matemdtica de distinguir una
expresion algebraica de una funcidn (terna) y conoce su
definicién formal.

Extiende nociones del Andlisis a otros espacios (nocion
de completitud, convergencia de sucesiones, limite, dife-

resentaciones mentales que los estudiantes tienen sobre
nociones como funcidn, limite, recta tangente, etcétera.

Propone actividades para argumentar sobre compor-
tamientos funcionales. Organiza tareas para discutir sobre
la validez de las argumentaciones.

Disefia actividades que utilizan distintas representaciones
de la nocién (verbal, simbdlico, numérico o gréfico) flui-
da y flexiblemente y reflexiona respecto de la validez
matemdtica en la solucién de problemas de andlisis.

Prevé dificultades en la comprensién de conceptos
matemdticos bdsicos (funciones, limite) a partir del cono-
cimiento de su evolucidn histdrica

Disefa actividades que atiendan a trabajar con las difi-
cultades de comprension de conceptos que la Historia
anticipa.

Explica las ideas intuitivas de limite utilizando ejemplos
cotidianos y representaciones gréficas, numéricas y sim-
bdlicas.

Anticipa errores en el cdlculo de limites vinculados con
concepciones de la nocién que son resistentes a la en-
sefianza.

Utiliza las ideas que estructuran el Andlisis para proponer
actividades.

Selecciona y disefia actividades que pongan en juego
ternas funcionales para que argumenten respecto del
abordaje o no de su definicién formal en el nivel secun-
dario.




Nivel I. Alpromediar la formacion inicial

Comprende la estructura ldgica de teoremas vy la necesi- | renciabilidad, etcétera).
dad de plantear todas las hipdtesis, siendo capaz de dar

contraejemplos si alguna se quitara. .
problemas fisicos.

Reconoce que debe lograr mayor precisién en los
conceptos y que los acercamientos intuitivos no son
matemdticamente suficientes para comunicar resultados
con exactitud.

damentan el Andlisis.

Nivel 1. Al finalizar la formacion inicial

Explica planteos matemdticos utilizados para describir

Puede encarar la demostracidon de resultados tedricos
que no le han sido ensefiados, comprendiendo qué es lo
que debe demostrar, cdmo se utilizan los datos, etcétera.

Comprende vy utiliza apropiadamente teoremas que fun-
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Nivel Ill. En los primeros aiios del desem-
peio profesional

Nucleo 3: Lo numérico y lo aritmético

Presentacion del nucleo

El contenido de este nicleo que hemos denominado “lo numérico' vy lo arit-
mético” ha sido caracterizado en consonancia con sendos contextos de usos
propios de la actividad matematica. Especificamente cuando nos referimos a
contexto numérico estamos considerando la red de relaciones matemdticas que
se producen ante situaciones que se plantean en el seno de diferentes conjuntos
numéricos. En primer lugar se explicita una fundamentacién diddctico-mateméti-
ca sobre el porqué de su existencia como nucleo que problematiza ciertos
aspectos de la actividad matemdtica y cémo funciona en diferentes procesos de
estudios, en segundo lugar los interrogantes que nos movilizan para su definicién
en este trabajo y por ultimo el propdsito que justifica su ensefianza, desde esta
perspectiva, en la formacion inicial de los profesores de Matemdtica.

En efecto, es compartido en los dmbitos de estudio sobre los problemas de

derando en este nucleo los métodos computacionales que resuelven calculos numéricos.

ensefianza y aprendizaje de la Matemdtica que si se conciben las operaciones
como relaciones y se identifica la estructura de los problemas esto resulta un
primer paso indispensable para ubicar el trabajo numérico y/o aritmético en una
perspectiva de generalizacidén, la cual es inherente a la actividad matemadtica'®.
Ademas se los deberfa considerar como objetos de reflexidn, proceso que no
se puede obviar en la busqueda de una mayor comprensién de los diferentes
conjuntos numéricos. Debemos ser concientes que justamente estos objetos
matemdticos permiten recuperar conocimientos construidos y desarrollados
desde algin lugar y con algun significado en la escuela secundaria.

Por otra parte, los ejes explicitados en la introduccién del documento que
actlan como reguladores de la actividad matemdtica propuesta para este nucleo,
tal como se anticipara en la introduccién del documento, permiten identificar el
sistema de elementos que se ponen en juego en los diferentes procesos de estu-
dio propuestos y se sintetizan, especificados en los saberes que trata de atrapar

para un espacio de articulacion entre practicas aritméticas y practicas algebraicas. Tesis Doctoral.




este nucleo, en la columna vertical del esquema. En este marco, proponemos
como interrogantes que motorizan el contenido de este nicleo a los siguientes.

» ;Cudles son las razones en la ciencia Matemdtica que movilizaron las
ampliaciones sucesivas de los campos numéricos?

* ;A qué tipo de problemas responden los nimeros enteros? ;Y los deci-
males? ;Y los racionales? ;Y los irracionales?

* ;Se modifican, y de ser asi cdmo, las propiedades de los “nimeros” en
cada nueva ampliacién ;Y las propiedades de las operaciones?

* ;Cémo se pueden contar los elementos que conforman distintas colec-
ciones? jexisten formas mds econdmicas?

* ;Como relacionar los racionales con los decimales con parte decimal fini-
ta o periddica y con la medida de magnitudes continuas?

* ;Por qué es necesario entender que los nimeros primos conforman una
base multiplicativa de los ndmeros naturales y enteros?, ;qué ventajas
proporciona con respecto a sdlo tener técnicas de descomposicidn en
factores de los nimeros naturales y enteros?

* ;Por qué es necesario pensar la operacion division como una relacién?
;Cudl es su potencia matemdtica?

* ;Qué tipo de problemas resuelven las relaciones de divisibilidad y de
congruencia? jResponden a problemas similares? ;Con cudles otros con-
ceptos, operaciones, propiedades, definiciones, se asocian?! ;Qué tipo de
argumentacion permite diferenciarlos o determinar los casos en que son
|6gicamente equivalentes estas dos relaciones?

* ;Qué formas de representacion operativizan las principales funciones y
usos de la divisibilidad y de la congruencia?

* ;Por qué dar existencia a los conjuntos numéricos como objetos de
ensefianza?

e ;Qué caminos permiten ir de lo finito a lo infinito?

* ;Por qué son necesarios y se deben ensefiar relaciones como la de divisi-
bilidad, congruencia, mdximo comun divisor, ecuacion diofantina o méto-
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dos como la recurrencia?

» ,Qué contextos dejan al descubierto el o los significados de estas rela-
ciones, de estos conceptos, de estos métodos, que se pretenden ensefiar?
;Cudles ayudan a comprender sus diferencias y similitudes?

+ ;Qué procesos dialécticos tanto intra como inter-disciplinares permiten
cambios y evolucion de significados de los objetos estudiados?

Estos cuestionamientos pretenden orientar la busqueda de un claro propdsito
para la ensefianza de este nucleo que es construir un sentido mds interno de las
operaciones elementales en los conjuntos numéricos: N, Z, D', Q e |, en torno
al cual se reorganizarfan los significados que los estudiantes tienen apropiados
a lo largo de los afios de trabajo escolar en la escuela media. En otras palabras,
se propone en este nivel estudiar las operaciones aritméticas como objetos
matemdticos en si mismos. En el campo de la Didéctica de la Matemdtica se
reconoce a este proceso de estudio como proceso de algebrizacidn, el cual
supone un trabajo cada vez mds explicito de generalizacién. La generalizacion,
puesta a funcionar especificamente en los contextos numérico vy aritmético, nos
permite determinar como nodos problemdticos de este nucleo tanto al estudio
de los conjuntos numéricos y de las operaciones elementales consideradas rela-
ciones definidas en tales conjuntos, como a sus métodos propios de trabajo, tal
es el caso del razonamiento por recurrencia. O sea nos habilita a presentar en
este nucleo, los siguientes sub-nucleos.

* Los conjuntos numéricos y sus operaciones
* Las operaciones como relaciones

e La recurrencia.

El objetivo principal es plantear a estos sub-nicleos sintetizados en interro-
gantes alrededor de los cuales se puedan organizar procesos de ensefianza que
debieran incluir los grandes temas del nucleo.

En esta sintesis se pueden identificar los aportes de las dos fuentes de proble-mas
para este trabajo, tanto la diddctica-matemdtica como la epistemoldgica. En efec-

16 Conjunto de las fracciones cuyo denominador es producto de potencias de 2 y de 5.




to, la primera nos permite poner al descubierto lo que es intrinseco al pensami-
ento matemadtico: la exigencia de tender a la generalizacidon de los objetos que
lleve no sdlo a completar teorfas, sino tratar de hacerlo de tal forma que se pierda
la referencia de las situaciones concretas que les dieron origen. La segunda nos
permite, considerando la historia de la Matemdtica como generadora de cues-
tiones, rescatar las relaciones que estructuraron los problemas centrales de la
aritmética y que han permitido una importante evolucion en el modo de pensar
matemdtico.Tal es el caso de aquellas relaciones matematicas que facilitan contarlos
elementos de un conjunto sin tener que listarlos uno a uno, lo que conlleva por
un lado, a potenciar la produccién de férmulas para contar colecciones como
uno de los necesarios caminos a transitar para iniciar a los estudiantes en el
estudio del dlgebra, también a reconocer la importancia de identificar relaciones
que permitan particionar un conjunto utilizando cierto tipo de propiedades para
que por ejemplo, se pueda construir una aritmética finita a partir de la aritmética
de Z

Asimismo existe consenso -en el dmbito donde se discute el origen y desarrol-
lo del conocimiento matemdtico- en “entender” que la Matemdtica antigua se
caracterizaba por una tensién permanente entre método y objeto'. Las rela-
ciones numéricas indican la direccién por donde avanza la investigacion de la
Matemdtica griega, pues no sélo indica el principio sino también el final de lo
que proponian los matemdticos de la época, o sea el problema de la bisqueda
de “generalidad” de los métodos implica no linealmente, sino dia
la bisqueda de la generalidad de los objetos. La necesaria presencia de que se
operativice en los procesos de ensefianza esta relacidn dialéctica entre: objetos
y métodos, se trata de representar en el gréfico de este nicleo con flechas, de
doble sentido.

écticamente,

Este posicionamiento epistemoldgico necesita complementarse con hipdtesis
cognitivas y diddcticas, ya que con este documento se pretende plantear reco-
mendaciones para formar profesores de Matemdtica.

Es asi que, ademds, sostenemos que existe un amplio acuerdo en que abstrac-
cion y generalidad son caracteristicas esenciales que deben desarrollar los es-

drid.
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tudiantes para que se comprenda el conocimiento matemdtico. Una dicotomia
que ambos términos presentan es que se refieren tanto a un proceso mental
como al producto derivado de tal proceso. Desde el punto de vista educativo
los dos son importantes, tanto si consideramos los procesos como si conside-
ramos los resultados. A un futuro profesor de Matemdtica debe interesarle, de
manera especial, el papel que juegan dichos procesos en la construccion de los
objetos matemdticos.

Es por ello que para avanzar en la organizacién de un marco de referencia de
un proceso de estudio aritmético se considera también necesario realizar la
distincidon ya realizada por los griegos, entre el estudio de las técnicas calculato-
rias por un lado, y lo que hoy se conoce como Teorfa de nimeros o Aritmética
Superior donde se plantea como eje de desarrollo el estudio de las propie-
dades de los nimeros enteros. Se propone centrar el estudio de esta temdtica
sobre diferentes problemadticas generadoras de sendos procesos de ensefianza.
En efecto, se identifica como un problema bdsico lo que Euclides dejd inconclu-
so en su trabajo matemdtico: los métodos propiamente aritméticos (algunos de
los cuales que se despliegan en la recurrencia) con una simbologia propia, cuya
génesis se remonta a Diofanto (siglo Il d.C) con la introduccidn del concepto de
arithmo (génesis del simbolo algebraico) y a los nimeros primos como las pie-
dras de construccidon de la descomposicidn multiplicativa de la Teorfa elemen-
tal de Ndmeros Enteros'®. Asimismo la busqueda y explicitacion de invariantes
dentro de un conjunto de transformaciones, problemdtica inherente a la propia
actividad matemadtica, al igual que la ya mencionada tensidn constante entre la
busqueda de métodos generales y el reconocimiento de la generalidad en los
objetos, desarrolla en el dmbito de la aritmética la construccion de nuevos ob-
jetos matemdticos como “la congruencia” que en tanto relacidn de equivalencia
definida en Z permite establecer importantes relaciones entre las ecuaciones
algebraicas y la divisibilidad. En otras palabras la nocién de congruencia es emer-
gente de un cambio en el pensamiento matemdtico, mds alld de las nuevas
técnicas y resultados tedricos que también se logran crear y demostrar en este
dmbito de la Matemdtica, transformdndose en uno de los objetos esenciales en
los que se basa el proceso de algebrizacidon de la Aritmética. Es indudable que
esto justifica sin ambigliedad la necesidad de su incorporacién como otro de los
elementos que ayudan a transitar, al futuro profesor de Matemdtica, el camino




de la comprensién de la ciencia que debe ensefian

Objetivos especificos de aprendizaje

Teniendo en cuenta los interrogantes que motorizan el contenido de este nu-
cleo, formulamos los siguientes objetivos especificos de aprendizaje.

* Favorecer la deteccién de regularidades que facilite tanto la construccion
de un término general de una sucesion, la determinacion de una propie-
dad de los nimeros enteros, como hacer mds plausible el planteo de
distintas conjeturas en el campo de lo numérico y aritmético.

* Reconocer criterios que determinan una relacion entre nimeros y expre-
sarlos a través de una generalizacion.

* Reconocer la importancia de la divisidn entera para expresar ndmeros en
diferentes sistemas posicionales.

* Elaborar un sentido de las operaciones elementales en los diferentes con-
juntos numéricos.

* Resignificar los conocimientos numéricos y aritméticos en términos de
objetos de ensefianza, comprendiendo cdmo se originaron, la naturaleza
de los problemas que resuelven y las relaciones entre los mismos y con
otras disciplinas.

* Confrontar y comunicar con claridad procesos y argumentaciones, utili-
zando diferentes marcos de representacion y el lenguaje adecuado.

* Poner a funcionar los procesos recurrentes y “la recurrencia’’ como mé-
todo general de resolucidn de un problema, expresando la solucién del
mismo mediante una versidn mas sencilla y al proceso de reduccién en
forma de algoritmo recurrente.

* Comprender la potencia modelizadora de los nimeros primos como
base multiplicativa de los ndmeros naturales y enteros.

» Construir una aritmética de los polinomios en relacién con la aritmética
enZ.

* Reconocer la divisibilidad como un campo fértil que permite transitar uno
de los caminos de iniciacidn al dlgebra.
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* Reuvisar ciertas propiedades y nociones definidas para un cierto conjunto
numérico con relacidn a las ampliaciones numéricas que se realicen.

En la siguiente pdgina presentamos el esquema recordando la importancia de
leerlo vinculado al resto de los elementos incluidos en el nicleo y considerando
las fuertes relaciones que vinculan los nicleos entre sf.




Relaciones con otros
objetos: estan
determinadas por las
vinculaciones con los
otros nucleos. Por
ejemplo ndmeros
especiales como
ndimeros de Fibonacci,
Fractales, algoritmos
computacionales,
entre otros.

Tipos de argumenta-
ciones: se reconocen
tanto las reguladas
por las condiciones
del contexto, como
las inductivas y/o las
deductivas.
Diferentes formas de
comunicacion: uso de
lenguaje verbal,
grdfico, simbdlico no
como simple
traduccién sino como
herramienta para la
evolucién de
significados. Uso de
software para célculo
simbdlicos.
Conexiones intra e
inter disciplinar:
como por ejemplo
los nimeros
especiales como
emergentes de
problemas de conteo
o funcionando en las
ciencias naturales.
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Algoritmo de la divisidn
entera: El problema de la
existencia y de la unicidad.
Su relacién con la divisibili-
dad.

Ndmeros primos
como base para la
descomposicidn
multiplicativa de los
enteros. Teorema
fundamental de la
aritmética. La impor-
tancia del funcionami-
ento tanto de la
existencia como de la
unicidad

Vincula con el nicleo
"Lo algebraico”

Vincula con el ndcleo
“Lo algebraico”

LAS OPERACIONES COMO RELA-
CIONES
/Qué propiedades de los ndmeros se
conservan y/o se modifican al cambiar de
conjunto numérico? ;Y las propiedades de
las operaciones?

4Cémo se vincula la relacién de divisibilidad
en Z con la resolucién de ecuaciones?
JCudl es el alcance de la relacién de
divisibilidad?

diofanticas.

aritméticos.

MCD - Algoritmo de Euclides, y su
relacién con la resolucion de ecuaciones

Congruencia como relacién y como
técnica para resolver nuevos problemas

Vincula con los niicleos
“Lo probabilistico y

lo estadistico”y

“Lo algebraico”

Los naturales como conjunto inductivo y ordenado.
Los enteros como conjunto discreto y ordenado.
Los decimales como primer conjunto numérico
denso. Los racionales en sus diferentes expresiones
y como conjunto ordenado y denso. Sus limitaciones
para la completitud de la recta. La propiedad
arquimediana.

Vincula con
los nicleos
“Lo algebraico” y
“Lo analitico”

LOS CONJUNTOS NUMERICOSY SUS
OPERACIONES
/Qué significa “a dividido b" en cada
conjunto numérico?
JCdmo se cuentan los elementos de una
coleccién?

El método del
descenso infinito como
base para entender y
aplicar el principio de
induccion.

Sucesiones  definidas
por recurrencia.
Nidmeros  especiales:

de Fibonacci y otros

LA RECURRENCIA
/Qué camino permite ir de lo finito a lo
infinito?
iCdémo se construyen propiedades
generales de los nimeros y de ciertas
operaciones?
¢Cémo hacer mds accesibles estos objetos
a través de un método mas general?

v

equivalencia.

Produccién de férmulas, generacién de particiones,
representacion en grafos como una manera de contar
Numeros combinatorios — Principio general del
producto. Teorema Fundamental de las relaciones de




Experiencias sugeridas para desarrollar durante la formacion
superior

Dado que estamos convencidos que el tipo de experiencias por las cuales tran-
sita un futuro profesor en su formacién es determinante para la disponibili-
dad de herramientas especificas que hacen a su desempefio profesional, es que
consideramos necesario citar algunas experiencias esenciales para lograr los ob-
jetivos de este nucleo.

* Los estudiantes abordan problemas prdcticos y tedricos. Producen fér-
mulas, simulan y estructuran a partir de datos intuitivos y empiricos, lo
que asegura poner a funcionar el pensamiento conjetural tanto induc-
tivo como deductivo. Se enfrentan a modelos equivalentes regulados por
el contexto pero que provienen de relaciones matemadticas personales
diferentes.

* Los estudiantes resuelven tareas en las que se deba reconocer que el
conocimiento de algunas propiedades constituyen estrategias para la
resolucidn de las mismas, por ejemplo cuando se usa la unicidad de la

factorizacidn en primos (propiedad aritmética) para demostrar que \/IE

es un ndmero irracional.

* Los estudiantes observan, discuten y reflexionan sobre situaciones
contextualizadas en distintos conjuntos numéricos sobre el cardcter re-
lacio-nal del trabajo matemdtico, especificamente mediante el recono-
cimiento de criterios que determinan relaciones entre nimeros y su posi-
bilidad de poder expresarlas a través de una generalizacion.

* Los estudiantes se enfrentan a la ampliacién y profundizacién del rol de
la recurrencia como método y como generador de nuevas nociones vy
propiedades para dar cuenta de su sentido y su naturaleza, a través de la
provocacién del bloqueo de estrategias personales para que surjan mé-
todos de conteo dptimos.

* Los estudiantes exploran conjuntos donde se pierde la unicidad de la
factorizacidn para encontrar sentido a la exigencia de esta propiedad en
el conjunto de los nimeros naturales y enteros.

* Los estudiantes abordan situaciones que “obliguen” a hacer funcionar
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distintas definiciones de un concepto. Reflexionan sobre la equivalencia
|6gica de las mismas y la diferencia de relaciones matemdticas puestas en
juego en cada situacion. Por ejemplo situaciones donde alcance que el
méximo comun divisor funcione como el mayor de los divisores comunes,
o cuando se necesite para su resolucién la propiedad aritmética del MCD
de ser multiplo de todos los divisores, o se requiera la factorizacion en
primos o la produccién de un algoritmo para encontrarlo.

* Los estudiantes confrontan, comunican, argumentan y justifican los dife-
rentes modelos numéricos y aritméticos que se empleen en la resolucion
de situaciones reflexionando sobre el lenguaje apropiado tanto para la
representacion como para el surgimiento de nuevos objetos.

* Los estudiantes reconocen diferentes métodos de demostracion y los
utilizan apropiadamente.

Un ejemplo de consigna para trabajar en alguna experiencia
del tipo de las descriptas

Las tareas que se planteen como generadoras de saberes de este nucleo, deben
apuntar a que se visualicen cambios y evolucién de significados de los objetos
numéricos y aritméticos identificados en el esquema grafico como minimos
necesarios. Para poner en evidencia estas diferencias de significados desde el
funcionamiento de las tareas, es necesario tomar como contextos de reflexidn
lo argumental, el lenguaje, las propiedades y los procedimientos que generan.

Para avanzar en esta direccion consideramos esencial acercarnos a la compren-
sién de los saberes matemdticos planteando diferentes contextos de uso, no
siendo posible privilegiar, en un principio, ninguno de ellos. Se trata de expresar
enunciados “tipos” como representantes y de este modo de llevar adelante un
“avance"” en el tratamiento diddctico-matemdtico de un problema de ensefianza
en consonancia con las hipdtesis que enmarcan este documento.

A continuacion presentamos una rica situacién problemdtica que permite ser
trabajada en este marco es la denominada “Un torneo de ping-pong”'?.

) situacion esta basada en un “Pequefio estudio matematico” propuesto por Chevallard, Bosch y
Gascon, 1997 en “Estudiar Matematicas: el eslabon perdido entre la ensefianza y el aprendizaje”. Edit.
Horsori.




Cuestién inicial

Un instituto organiza un torneo de ping-pong en forma de liga. La comisidn
organizadora debe decidir cudntos dias durard el torneo, los horarios de los
partidos, el nUmero de mesas que necesitardn, el tipo de premios, etcétera.
Dado que se dispone de un presupuesto limitado, hay que realizar un estudio
previo de lo que costard la organizacion del evento.

Las decisiones que hay que tomar dependen del nimero de partidos que
jugardn en la liga, en la que cada jugador juega una vez contra todos los demds.
Los organizadores dudan entre poner o no un limite al nimero de inscripciones,
por miedo a que una avalancha de jugadores haga totalmente inviable la realiza-
cidn del torneo. Para ello necesitan prever cudl serd el nimero total de partidos
que se jugardn a partir del nimero de jugadores inscriptos.

Consigna

En un torneo de ping-pong se inscribieron cierta cantidad de jugadores. ;Cudl
serd el nimero total de partidos que se realizardn en el torneo si cada jugador
juega una vez con cada uno de los jugadores inscriptos?

Este problema exige, en un principio, poner a funcionar un pensamiento
no-deductivo, obliga la elaboracidn de una conjetura, mds especificamente, de
una relacion general que dé cuenta del nimero total de partidos que se jugardn
en el torneo en funcién del nimero de jugadores que se inscriban. Es un pro-
blema que permite diversas vias de estudio. Sin embargo en este momento nos
interesa distinguir que diferentes modos de abordar el problema va a permitir a
los estudiantes a enfrentarse con distintos modelos numéricos vy aritméticos que
den cuenta de su resolucién, apuntando asf a algunos de los elementos que se
han problematizado en este nucleo. En efecto, un proceso que permite calcular
el nimero total de partidos en este caso, se puede generalizar para n jugadores,
por ejemplo, a partir de lo que sucede para algunos casos, obteniéndose asf la
conjetura T=1+...+ (n-2) + (n-1) siendo n la cantidad de inscriptos y T la
cantidad de partidos. Esta equivalencia, sometida a un cambio de lenguaje (para
nada concebido como una simple traduccidn), permite expresar esa suma como
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n—1
Zi, atrapando asi un nuevo significado de la expresién, la que ahora expresa
i=1 , , ,
la suma de los n - | primeros ndmeros naturales, surgiendo de esta manera un
nuevo problema aritmético, para el que se propone avanzar hasta lograr la ex-

. -1 .
presion: T = % que efectivamente dard

a solucion al problema.

Pero también vale rescatar la posible construccién de otro modelo que también

permite contar los partidos, considerando las combinaciones de n elementos
tomados de a 2 el cual no sélo permite dar respuesta al problema sino que
nos coloca ante un modelo que nos provee el mismo conjunto solucion que el

anterior, a sabe: .Este modelo combinatorio estd soportado y regulado por

la confeccion de diagramas de drbol.

Cabe aclarar que con este tipo de trabajo se pretende aportar al reconocimien-
to reflexivo, por parte de los futuros profesores, de dos modelos Iégicamente
equivalentes, pero que no producen las mismas relaciones matemdticas: el
modelo aritmético y el combinatorio. En otras palabras éste puede ser un camino
posible para enfrentarse con prdcticas matemdticas que permite poner en juego
distintos tipos de relaciones matemdticas, que los propios estudiantes pueden
reconocer, emergentes de variadas acciones personales sobre una misma situa-
cion.

Ahora bien, objetivados ambos modelos como herramientas que resuelven un
mismo problema, la continuacidn de este trabajo debe apuntar a la profundiza-
cién y estudio de las relaciones matemdticas que ambos modelos atrapan.

Una forma posible podria ser enfrentar a los estudiantes con nuevas situaciones
donde se usen y funcionen necesariamente sendos modelos, con el objetivo de
hacer explicitas e identificar las relaciones internas en cada uno de ellos. Para ello




ostramos un sintético tratamiento a dos nuevas tareas/situaciones/problemas.

Para profundizar el estudio del primer modelo, el aritmético, seleccionamos una
tarea® que apunta a la construccién de férmulas generales cerradas; al esta-
blecimiento del paso inductivo, a la elaboracién de conjeturas que relacionan
ndmeros vy a la utilizacion de la escritura algebraica y configuracion geométrica
como apoyos posibles para la construccion y validacion de férmulas.

a) Explorar las posibles disposiciones geométricas que podrian utilizarse para
acomodar las naranjas de un cajon en una verdulerfa. Preparar un informe expli-
cando las posibilidades y conveniencias para el duefio.

b) Luego de elaborado el informe disefiar una actividad para estudiantes de
nivel secundario vinculada con esta temdtica. Fundamentar las decisiones de las
consignas vy la secuencia determinada.

Este tipo de consigna expresa un problema de los denominados cldsicamente
“abiertos”, que permite distintas soluciones, enfoques, bldsqueda de datos, téc-
nicas, ya que los estudiantes pueden resolverlo usando disposiciones planas o
espaciales e incluso pueden utilizar recursos informaticos.

Lo que se pretende es que los estudiantes exploren la situacidn. Esta consigna
permite que se tomen decisiones, siempre reguladas por el contexto y por los
conocimientos disponibles, tales como: elegir disposiciones planas o espaciales,
determinar formas geométricas (por ejemplo tridngulos rectangulos, cuadrados,
pirdmides, etc.), analizar cantidades de naranjas con las cuales en la disposicidn
dada no sobrarfa ninguna, considerar rangos de naranjas ‘que sean razonables”
para una verduleria y presentar las respuestas ajustadas a ese dato real. Podrian
vincular con la superficie que ocupa en la verduleria y rdpidamente llegarfan a
que les conviene una disposicidon espacial, etcétera.

Esta tarea, al dar lugar a formas diferentes de trabajo, asegura que aparezcan
diferentes niveles en cuanto: a la validacién de reglas generales; a la aparicion
de procesos de construccidn de leyes generales, con mayor o menor grado de

en Didactica de la Matematica perteneciente a Nora Zon (2004) UNRC.
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control y de entender las razones de la férmula encontrada; a la diversidad de
estrategias y al manejo de formulas generales, que todas adquieren sentido en
términos del problema.

También permite poner en funcionamiento varios juegos de marcos vy distintos
registros de representacion: el marco geométrico si se consideran las dreas de
tridngulos y cuadrados; el marco numérico si se emplean las diferentes opera-
ciones con numeros naturales y la busqueda de relaciones entre términos de
una sucesion; el registro grafico si se utiliza representaciones de tridngulos y
cuadrados, que pueden aparecer como fuente de conjeturas, guia de justifi-
caciones o instrumentos de control y el marco algebraico si se designa a los
valores numeéricos desconocidos con letras que toman sentido para los estu-
diantes en el contexto o si se escriben relaciones usando letras y ndmeros o a
partir de las justificaciones que pueden surgir para mostrar cémo funcionan las
distintas generalizaciones.

Por otra parte, a lo largo de la resolucidn de este problema se pueden enfrentar
con diferentes aspectos del concepto de férmula: como la expresidn para contar
o medir algo variable, a partir de una variable independiente, cuando se busca
la féormula cerrada para ndmeros triangulares y cuadrados; como la expresidn
de una relacidn entre distintas expresiones variables, por ejemplo cuando se
busque la férmula que relaciona ndmeros triangulares y cuadrados y como una
relacion entre distintos valores de una misma cantidad, por ejemplo cuando se
busque una férmula recurrente, todas posibilidades éstas que pueden aparecer
cuando piensen y decidan en el marco del inciso (b). Obviamente durante el
proceso de ensefianza se deben hacer concientes cada uno de estos cambios
de significados conjuntamente con las relaciones numéricas y aritméticas que lo
hacen posible.

En cuanto al uso mds frecuente del segundo modelo en cuestion, el combinato-
rio, podemos elegir alguna tarea?' que “obligue” a contar sin enumeray; para que
no haya dudas que relaciones atrapadas por la siguiente expresion: ) donde

lo que interesa conocer son exactamente la cantidad de subconjuntos de dos

ria. Red Olimpica. Bs. As.




154

elementos que se pueden formar con n elementos, lo verdaderamente inter- de estructuracién de problemas “similares” el cual permite producir férmulas

esante, es la composicién de los pares no influyendo el orden de los mismos. generadoras de ciertos tipos de ndmeros, tales como los factoriales, los que se
o o , , deben transformar, en el transcurso de estos procesos de ensefianza, en nuevos
El proceso de validacion de ambas proposiciones generalizadas conlleva obli-

o . i o objetos de estudio.
gadamente a la produccién de una demostracion, tomando asf un sentido intra-

matemdtico el Principio de Induccién Matemdtica, como asf también el proceso

Criterios para reconocer avances en la comprension de los contenidos

Mapa de progreso

Las operaciones como relaciones. Los conjuntos numéricos y sus operaciones. La recurrencia.
Descriptores del alcance de la comprension

Nivel lll. En los primeros afos del desem-

Reconoce, fundamenta y reflexiona, acerca de la oper-
acién de division, operacion que va adquiriendo carac-
teristicas propias en los distintos conjuntos numéricos (N,
Z,Dy Q) hasta lograr que la division exacta esté definida
para cualquier nimero racional.

Explora, conjetura, valida y demuestra propiedades
aritméticas a partir de situaciones problemdticas que per-
mitan la produccién de férmulas equivalentes.

Se enfrenta con diferentes aspectos del concepto de
féormula: como la expresion para contar o medir algo
variable, a partir de una variable independiente; como
la expresién de una relacién entre distintas expresiones
variables y como una relacién entre distintos valores de
una misma cantidad.

Hace funcionar distintas definiciones de una nocién arit-
mética obtenida a partir de diferentes relaciones puestas

10 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Produce e interpreta demostraciones a partir de diferen-
tes conocimientos aritméticos que han sufrido, a lo largo
de la formacidn inicial, procesos de algebrizacion.

Reflexiona acerca de la relacién que existe entre el con-
teo aritmético y geométrico, argumentando con criterios
|6gicos en la busqueda de soluciones a los problemas.

Conoce desde los aportes de la historia otros sistemas
de numeraciéon que difieren del decimal; reflexiona sobre
los sistemas no posicionales, posicionales y su importancia
para la ensefianza de nuestro sistema.

Establece relaciones entre distintos conjuntos numéricos
munidos de diferentes operaciones a partir de las propie-
dades que se mantienen invariantes.

Reconoce la importancia y utiliza con cardcter operativo
el Teorema fundamental de relacién de equivalencia para

peho profesional

Reconoce el valor préctico de los conjuntos numéricos
para contar y medir y el valor tedrico de los mismos que
permiten por ejemplo aproximar cualquier nimero R a
partir de los D.

Toma decisiones diddctico-matemdticas para pasar del
estudio por ejemplo de la division en conjuntos discretos
o densos (N, Z, D o Q) a la divisién sobre conjuntos
continuos (R).

Emplea los procesos recurrentes y de generalizacién para
generar secuencias diddcticas que permitan el ingreso al
algebra con algin sentido para los estudiantes: propuesta
para la produccién de férmulas que cuenten colecciones,
para formular y validar conjeturas sobre nimeros y ope-
raciones.

Usa distintos métodos para favorecer el acercamiento a la
comprension de conceptos, por ejemplo a la introduccion




Nivel I. Alpromediar la formacion inicial

en juego en variadas situaciones. Analiza la equivalencia
entre ellas.

Resuelve problemas planteados en conjuntos discretos
haciendo funcionar los procesos recurrentes y el Prin-
cipio de induccién como método tanto de generacion de
férmulas como de ndmeros especiales y herramienta de
demostracion, respectivamente.

Utiliza las propiedades numéricas conocidas para dar
lugar, fundamentalmente a través de la busqueda de regu-
laridades, a la construccidon de nuevas relaciones entre
ndmeros y por ende nuevas propiedades aritméticas.

Aproxima los numeros irracionales por ndmeros

decimales.

Explora, conjetura y demuestra enunciados que dan
exis-tencia, plantean unicidad y por ende caracterizan el
uso y funcionamiento de los ndmeros enteros y ciertas
operaciones definidas en ellos (por ejemplo el Teorema
del algoritmo de la divisidn, el Teorema Fundamental de
la Aritmética).

Usa distintos tipos de lenguaje para soportar y regular su
actividad matemdtica sobre nidmeros, conjuntos y ope-
raciones.

Utiliza distintas estrategias heuristicas, como la particu-
larizacién, la organizacidon de la informacion en tablas o
gréficos, el ensayo vy error, en la resolucién de situaciones
problemdticas.

Utiliza las formas de pensamiento légico para formular o
comprobar conjeturas, realizar inferencias o deducciones
que permita comprender el valor formativo de una teoria
de ndmeros.

Nivel 1. Al finalizar la formacio

contar elementos de conjuntos que son identificados por
su estructura algebraica.

Utiliza con fluidez las propiedades aritméticas de Z y Zn
como modelos principales para estudiar, por ejemplo, la
fortaleza de ser grupos ciclicos.

Concibe a los nimeros enteros como una estructura
donde la factorizacion Unica de sus elementos es la pro-
piedad que los caracteriza y lo diferencia de otros con-
juntos numéricos.

Reconoce la potencia del lenguaje simbdlico como un ins-
trumento esencial tanto para la produccién como para la
comunicacién matemadtica.
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Nivel Ill. En los primeros ainos del desem-
peio profesional

como objeto de ensefianza de la variable.

Genera férmulas recursivas y emplea software para la
construccién de propuestas de ensefianza. Por ejemplo,
calcular una aproximacién de 7 al inscribir poligonos
regulares en una circunferencia de radio | utilizando una
planilla de cdlculo partiendo de un hexdgono regular de
lado I.

Elabora secuencias diddcticas que pongan al descubier-
to cémo la divisibilidad es un camino fructifero para
comprender cdmo “se hace”, “se dice” y “se valida” en
Matemdtica.

Analiza criticamente desde los puntos de vista matemadti-
co y diddctico diferentes tareas que permitan abordar en
el aula la exploracién, la generacidn de conjeturas, la vali-
dacidn, el tratamiento de las definiciones y propiedades
de los distintos conjuntos numéricos.

Reflexiona sobre las resoluciones de los estudiantes e in-
terviene para promover el avance en la resolucion de un
problema, en su descontextualizacion y por ende en la
promocion de procesos de generalizacidn, teniendo en
cuenta el conocimiento de los estudiantes.

Estudia los avances en las investigaciones en diddctica de
la aritmética y del dlgebra.




Nucleo 4: Lo algebraico

Presentacion del nucleo

Al momento de pensar en cémo presentar las cuestiones algebraicas para la for-
macion de un futuro profesor de Matemdtica, y en consonancia con el enfoque
presentado en este documento, intentamos identificar aspectos centrales que
permiten o permitieron el avance en el conocimiento en este campo.

Aunque lo algebraico aparece subyacente en todas las dreas de la Matemdtica
por su utilidad en términos de manifestarse Util para generalizaciones, realizar
demostraciones, modelizar, etc., presenta problemdticas propias que han per-
mitido la construccidn y evolucidn de conceptos y técnicas propias de este
campo.

Una mirada histérica del desarrollo algebraico ubica indudablemente a la
resolucion de ecuaciones como un asunto de central importancia, que fue
abordado con diversidad de recursos y enfoques y con distintos grados de
aproximaciéon en distintos momentos de la historia. Podemos mencionar
que en sus inicios, las ecuaciones no revestian grado de generalidad, fueron
frecuentemente formuladas coloquialmente y resueltas mediante tratamientos par-
ticularizados numeéricos o geométricos.Yaen lamodernidad,aparecen resoluciones
aproximadas obtenidas mediante métodos numéricos, incluso desarrollados
computacionalmente y se agrega el estudio de ecuaciones con coeficientes
que pertenecen a distintos tipos de conjuntos numéricos. El trabajo alrededor
de la resolucién de ecuaciones fue generador de gran parte del conocimiento
algebraico.

En los dltimos siglos, parte del interés surgido en el Algebra giré hacia el estudio
de estructuras algebraicas como medio para identificar y plasmar cuestiones que
ofrecen una mirada comun para conjuntos que en apariencia no compartirian
nada. Asi se reconocen en conjuntos de elementos muy diferentes, propiedades
comunes que, solo mediante el uso de un enfoque unificador puede decirse que
comparten estructura. Esto provocd grandes avances en el desarrollo algebraico
motivado por un interés inicial de indole puramente matemadtica, en contra-
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posicidn a lo ocurrido con la resolucidn de ecuaciones, mds ligada inicialmente
a problemas précticos.

Aungue en sus comienzos las ecuaciones no lineales tuvieron un rol relevante
en el Algebra, con el tiempo aparece la necesidad de resolver sistemas de ecua-
ciones lineales con cantidades arbitrarias de ecuaciones y de incdgnitas. Esto
condujo a un desarrollo de técnicas y nociones especificas con tanta utilidad
que se dio origen a una nueva rama: el Algebra Lineal. La utilidad de esta nueva
rama no solo se dio al interior de la Matemdtica sino en multiples aplicaciones a
otros campos, como ser la optimizacién, la teorfa de juegos o la Economia, por
mencionar algunos.

Por otra parte, el estudio de las ecuaciones no lineales y sistemas de ellas
también siguid su camino, desarrolldndose nuevos resultados tedricos, técnicas y
enfoques tan variados como especificos. Podemos mencionar las técnicas para
resolver ecuaciones polindmicas de grado tres y los desarrollos tedricos que
derivan en la imposibilidad de generalizar lo anterior a las de grado superior a
cuatro.

Si ahora nos ubicamos en pensar en la ensefianza del Algebra, deberfamos agre-
gar otras consideraciones. En un principio, las diferentes interpretaciones usadas
para el término “Algebra”, por ejemplo:

* El Algebra para la generalizacidn / abstraccidn de relaciones.

* El Algebra como instrumento para modelar problemas y resolverlos.

* El Algebra como herramienta de validacién y regulacién del proceso de
modelizacidn.

* El Algebra como estudio de entes formales y su manipulacién siguiendo
reglas sintdcticas.

« El Algebra como estudio de estructuras abstractas.

Estas distintas interpretaciones entrecruzan las dimensiones de objeto y de in-




strumento de los objetos matemadticos vy se interrelacionan de tal manera que
sélo un adecuado equilibrio entre ellas y el desarrollo de capacidades relativas
a cada una permiten una comprension profunda del significado, la finalidad y la
estructura del Algebra y del razonamiento algebraico y su utilizacién.

En concordancia con la posicidn que sostenemos a lo largo de todo el docu-
mento, mencionamos algunas cuestiones diddcticas a considerar en la formacidn
docente.

En particular, enfatizamos el cuidado que se requiere sobre:

* La construccion del significado de los conceptos algebraicos.
La presentacién a los estudiantes del Algebra como un cuerpo de
conocimientos ya estructurado les impedirfa encontrar el camino de
construccién de los significados y comprender la forma en que se gener-
an los conocimientos, lo cual resulta necesario para que el futuro profesor
comprenda y oriente el aprendizaje de sus estudiantes; por eso, durante
la formacién inicial no deberfan estar ausentes la intuicidn, la formulacion
de conjeturas y el razonamiento de tipo inductivo como elementos
indispensables de la actividad matemdtica, intimadamente relaciona-
dos con los procesos de formalizacién. De este modo, sugerimos que
los primeros contactos de los estudiantes con el Algebra se relacionen
con las nociones algebraicas que han construido durante sus estudios
anteriores, dotando de nuevos significados a los objetos con que han
venido trabajando en las etapas previas de su formacion, probablemente
en forma mecdnica. Consideramos que la apropiacién y comprension de
las estructuras algebraicas como objeto de estudio requiere de un trabajo
previo sobre las propiedades de las operaciones en diferentes campos
reconociendo aspectos comunes de modo de tener elementos que sean
generalizables en lugar de presentar contenidos como casos particulares
de una estructura general a la que no se le puede asignar significado. Del
mismo modo serfa conveniente que otras nociones abstractas y generales
del Algebra (relaciones, clases de equivalencia, etcétera) se presentaran
con posterioridad al estudio de temas que provean una variedad de ejem-
plos y contextos de uso suficiente como para dar sentido a la constitucion
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de dichas nociones.

El acceso a formas y usos convencionales del lenguaje simbédlico.

La necesidad de comunicar la Matemdtica por medio del lenguaje simbdlico
es, como mencionamos en la introduccidn, uno de los acuerdos episte-
moldgicos que en este nicleo adquiere relevancia por la especificidad del
mismo. Cabe sefialar que el lenguaje contiene una doble funcidn: es un
elemento para la comunicacién y un elemento para pensar. Disponer de
un lenguaje y poder ponerlo en uso requiere de cierto convencimiento
y confianza que incluye comprender que ese lenguaje comunica bien las
relaciones que se quieren sefalar. En tal sentido, poder acceder al len-
guaje convencional de la Matemdtica necesita de la discusion sobre diver
sas formas de lenguaje construidas en contextos de resolucidn de tareas
analizando sus potencialidades y limitaciones. De esta manera, los objetos
mds convencionales del lenguaje vy sus posibilidades de manipulacidon se
construyen como herramientas para dar solucién a ciertas problemdticas.

La distincion entre la generalizacion como producto de un proceso
inductivo y la generalizacién de resultados en Matematica.

Una actividad tipicamente matemadtica es intentar generalizar resultados
obtenidos bajo ciertas condiciones a otras nuevas mds abarcativas. Este es
un uso del término “generalizacién” que es apropiado trabajar durante la
formacién y que no es para nada exclusivo del Algebra. Por otra parte, se
da otro uso al término “generalizacién” en el Algebra haciendo referencia
a formulaciones genéricas que describen ciertas regularidades. Este dltimo
uso de la generalizacién en Algebra habilita a que el estudiante reconozca
regularidades, formule un enunciado mds general, a modo de conjetura
y estudie su validez (entendiendo que podria tener un campo de validez
no universal).

Con estas consideraciones, seleccionamos los siguientes como sub-nucleos.

Lo lineal. Estudio de las ecuaciones lineales.
Lo no lineal. Estudio de las ecuaciones no lineales.

Lo estructural. Busqueda de propiedades comunes de las operaciones en

conjuntos
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Algunas preguntas que ahondan en los interrogantes centrales que se presentan * Familiarizarse con algunas de las estructuras mds importantes como: gru-
en el esquema, son las siguientes. pos, anillos, espacios vectoriales, cuerpos.

* Reconocer la nocidn de homomorfismo como manera de relacionar

» ;Cudles fueron las razones histéricas y epistemoldgicas que motivaron la : .
estructuras y construir nuevos objetos.

necesidad de resolver ecuaciones y la construccidn y estudio posterior de
las estructuras algebraicas? » Conocer y aplicar resultados vinculados con polinomios con coeficientes

, . : , , » de distintos conjuntos numéricos.
* ;Por qué es necesario formalizar algebraicamente las nociones de funcién,

ecuacioén, operacion? * Resolver ecuaciones polinédmicas utilizando férmulas resolventes, sustitu-
ciones, transformaciones algebraicas, ecuaciones diofanticas, métodos del

+ ;Cudles son las caracteristicas del Algebra que permiten comprenderla . : L .
dlgebra lineal numérica, etcétera.

como un instrumento de modelizacidon matematica?

, ., L , , » Comprender la naturaleza y el propdsito de los sistemas axiomdticos.
» ;Cdémo abordar la resolucion de distintos tipos de ecuaciones?

» Comparar y contrastar el conjunto de los ndmeros reales y sus diversos

Objetivos especificos de aprendizaje subconjuntos respecto a sus caracteristicas estructurales.

 Utilizar los isomorfismos como instrumentos que viabilizan la identifi-
* Resolver ecuaciones polindmicas empleando como herramientas diferen- cacién de una misma estructura en conjuntos dotados de operaciones
tes técnicas que involucran transformaciones algebraicas, sustituciones, con apariencias muy distintas, a partir de sus propiedades algebraicas.

férmulas resolventes, etcétera. . . . . .
» Contextualizar las nociones de grupos, anillos, espacios vectoriales, cuer-

* Analizar en diferentes campos numeéricos la existencia y nimero de solu- pos en el problema de la resolucién de ecuaciones.
ciones de situaciones problemdticas propuestas.

« Interpretar la relacién pardmetro-variables tanto en la prdctica como en A continuacién presentamos el esquema recordando la importancia de leerlo

la teorfa asociada, manipulando férmulas que conducen a la utilizacién del
lenguaje funcional.

vinculado al resto de los elementos incluidos en el ndcleo y considerando las
fuertes relaciones que vinculan los ndcleos entre si.

» Comprender a algunos aspectos de la relacién entre la Geometria, el
Andlisis v el Algebra Lineal.

» Comprender que la variacion en los procedimientos de construccién con
regla y compds desemboca en procedimientos de la geometria analftica.

* Comprender v utilizar los conceptos bdsicos del Algebra Lineal para
resolver problemas matemadticos o de aplicaciones a otras dreas

* Representar y analizar situaciones y estructuras matemdticas utilizando
simbolos y métodos algebraicos.

» Conocer desde una perspectiva operacional e intuitiva la teorfa de con-
juntos vy la ldgica.
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Las formas cuadriticas
Autovalores 'y autovec-
tores de una matriz.

Vincula con los nicleos Conjuntos
"Lo numérico y Lo aritmético”, Relaciones y Funciones
"Lo geométrico” y “Lo analitico”

Morfismos. Isomorfismos

~ N L, - . : .
Formas de apropiacion: Expresién de una conica y Relaciones de equivalencia
Conjeturar argumentar, de una cuddrica en forma y de orden.
generalizar, axiomatizar. candnica < Permutaciones. Estructuras algebraicas

Demostraciones; métodos
directos e indirectos.

Vincula con los nicleos “Lo

numérico y aritmético”,"Lo

analitico”,"Lo probabilistico y lo
LO LINEAL LO NO LINEAL estadistico”

Induccién completa

Algoritmos y técnicas y Estudio de las ecuaciones lineales Estudio de las ecuaciones no lineales
especificas y su justificacion 1Qué significa resolver la ecuacidn Aix; + Axxa + 1Qué significa resolver P(x) = 0, siendo P un
Exhaustividad en |a + Axn =0 oun sistema de gcuaciones Qe ese polinomio? : -
resolucidn de ecuaciones. tipo para coeficientes en determinados conjuntos? iCémo se relaciona la factorizacion de un

/Qué propiedades e interpretacién geométrica polinomio con la resolucidn de ecuaciones
Uso del lenguaje simbdlico tiene el conjunto solucion? polindmicas?
y expresion en otros iCbmo optimizar funciones sujetas a restricciones 1Cémo reconocer cénicas o cuddricas dadas por
lenguajes. dadas por inecuaciones lineales? ecuaciones polinémicas?

Resolucién de problemas
de otros campos de la
Matemadtica (teorfa de

juegos, cadenas de Markov, Vmcu,'a con
etc)) LO EST.RUCTURAL. ‘\$>Ls nudeos/ o
Blsqueda de propiedades comunes de las ”Lz §i;g:§ico v
Uso reflexivo de recursos Vincula con operaciones en conjuntos
tecnoldgicos. el nicleo /Qué propiedades tienen las operaciones definidas
" _J Lo geometrico” en un conjunto?

/Qué caracterizaciones de los conjuntos son

posibles a partir de las propiedades de sus
El Algebra Lineal operaciones?

Espacios vectoriales. Subespacios y /Qué transformaciones entre conjuntos en los que
variedades lineales.  Bases y se han definido una o més operaciones, conservan

dimensidn. -
. ) . la estructura?
Sistemas de ecuaciones lineales.

Transformaciones lineales.
Diagonalizaciéon ~ de  matrices. |
Autovectores y autovalores.
Optimizacién ~ lineal. ~ Método v
Simplex

Vincula con
el nicleo

“Lo numérico y
lo aritmético”

Las ecuaciones polinémicas
Resolucién de ecuaciones polinédmicas. La resolucidon de ecuaciones a lo largo de la
historia (avances, dificultades, vinculo con otros campos)
|| FaCtOriZacion de  polinomios. Polinomios irreducibles. Teorema Fundamental del
Algebra. Operaciones y propiedades de las operaciones entre polinomios de grado
menor o igual que n, entre matrices, entre las raices n-ésimas de la unidad, etc.
Extensiones de cuerpos.
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Experiencias sugeridas para desarrollar durante la * Interpretan geométricamente las ecuaciones y el conjunto solucién de un
formacién superior sistema de ecuaciones.
* Analizan ejemplos de resolucion de ecuaciones tomados de la historia del
Entre las experiencias tendientes a que los estudiantes alcancen la comprension Algebra. (por ejemplo, el método de la falsa posicién o “regula falsi” de
de los aspectos sefialados en este niicleo, destacamos las siguientes. los egipcios; los procedimientos de aplicacién de dreas de los griegos). Los
interpretan usando las notaciones actuales y discuten las técnicas utiliza-
Los estudiantes das y sus limitaciones.

* Discuten la existencia de soluciones de ecuaciones relacionadas con

* Realizan actividades de reconocimiento de patrones en secuencias .
problemas cldsicos.

(numéricas o geométricas) que permiten la generalizacion vy la formu-
lacién mediante expresiones algebraicas. * Analizan situaciones que permitan percibir las diferencias entre el enfoque
aritmético y algebraico en la resolucién de problemas y reconocer los

* Formulan conjeturas y emplean la argumentacidn, la prueba, la refutacién, o i
puntos de apoyo y de ruptura entre la aritmética y el dlgebra.

el ejemplo y el contraejemplo para su validacion o rechazo.
* nvestigan la construccidn histdrica de un determinado objeto algebraico,
identificando las distintas etapas de su evolucidn y reconociendo los obs-
tdculos epistemoldgicos. Discuten las dificultades esperables al abordarlo

* Utilizan ejemplos extraidos de la historia del Algebra para identificar en la educaciéon media y formulan o analizan propuestas de superacion.
distintas categorfas de interpretacion y uso de las letras.

* Resuelven problemas en los que el literal es usado como incdgnita, como
variable y como pardmetro.

 Realizan investigaciones bibliogréficas -sobre un tema en particular, sobre

* Resuelven problemas que permiten la induccién o interpretacion de los problemas que dieron origen a un concepto, sobre los rudimentos de
las propiedades de las operaciones y de identidades algebraicas en un desarrollos tedricos claves en el avance del conocimiento algebraico vy
contexto geometrico. presentan la produccién resultante en forma escrita y oral.

* Modelizan distintas situaciones y fendmenos empleando expresiones » Participan en discusiones en las que se analicen y justifiquen procedi-
algebraicas y ecuaciones, interpretan los resultados obtenidos en el mientos o resoluciones.

contexto en que surgen y analizan su validez atendiendo al dominio de

definicién y la factibilidad de los resultados. » Utilizan software informdtico con distintos propdsitos: resolucién de

ecuaciones y sistemas de ecuaciones, optimizacion lineal, etcétera.
* Analizan producciones algebraicas en las cuales puedan detectar errores

y obstdculos en la manipulacién de expresiones algebraicas. Explican los Un ejemplo de consigna para trabajar en alguna experiencia
errores, los corrigen y proponen actividades remediales. del tipo de las descriptas

* Resuelven una misma ecuacion mediante técnicas diferentes y describen

las ventajas y desventajas de cada una de ellas (por ejemplo, la resolucién La siguiente actividad?? nos permitirfa reflexionar con los futuros profesores
de ecuaciones cuadrdticas factorizando, completando cuadrados o utili- sobre la potencia de pensar en las propiedades de los nimeros al pertenecer a
zando la férmula resolvente). un conjunto con estructura conocida y generalizar asi, por ejemplo, una técnica

* Proponen la ampliacidn sucesiva de los conjuntos numéricos a partir de
la necesidad de resolver ciertas ecuaciones algebraicas.

Algebra, del Profesorado en Matemitica de la Universidad Nacional de General Sarmiento.



muy conocida cuando se la pone a funcionar en algunos ndmeros del conjunto
de los ndmeros reales tal como lo es la racionalizacién de denominadores.

|. Consideremos al nimero L .

7-+5

La forma usual para racionalizar denominadores que proponen los textos de
Matemdtica para el nivel medio consiste en multiplicar y dividir por 7+4/5
Verificar que también puede racionalizarse el denominador si se multiplica vy
divide por ...

a) —7-45;

b) cualquier mdltiplo racional de 7-5

2.;Cudl es el sentido de “racionalizar denominadores'?

3
3. Consideremos al nimero 3"5 .Nos interesa analizar cémo ra-

1+23/3-339

cionalizar su denominador.
a) Verificar que el denominador no es nulo.

b) Mostrar que el tipo de procedimiento utilizado en A no es Util aqui. Es decir,
mostrar que multiplicando y dividiendo por expresiones que resulten de cam-
biar el signo de los términos que involucran radicales del denominador, no se
racionaliza el denominador.

¢) Teniendo en cuenta que 3\5 es una solucién de la ecuacién @ —3=0, ex-
plorar la posibilidad de que dada cualquier expresién en a con coeficientes
racionales, siempre se pueda obtener alguna expresion equivalente a ella que
sea de grado menor que la misma. Establecer una conjetura. Para ello, pensar por
ejemplo en simplificar expresiones como

a) 2+3a2+§a4—7a10

b) — 400.0%— 502 + 20° — 2 ot — 40’
5

o) (—a*+3-4.0"—-a”) . (a*+ 50%)
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d) Lo observado en el ftem anterior sugiere que cualquier expresién que
involucre sumas y productos de racionales con a puede expresarse como un
elemento del conjunto:

Q(a)={a+bat+ca*:a,b,ceQ}

Como los elementos de este conjunto pueden sumarse y multiplicarse,
podemos analizar si el conjunto tiene alguna estructura conocida.

Mostrar que Q (@) es un grupo abeliano, que los elementos de Q (a) pueden
multiplicarse y que Q (&) es un anillo conmutativo.

e) Teniendo en cuenta que el polinomio p(x) = x* — 3 es irreducible en Q [X],
mostrar que sit € Q [x] es un polinomio no nulo que se anula en @, entonces
r es multiplo de p.

f) Verificar que Q (a) es un espacio vectorial sobre Q y que {1, a, o’} es una
base de Q («).

g) Volviendo a lo central de la actividad C), que es racionalizar el denominador
del ndmero dado, nos planteamos lo siguiente.

Queremos encontrar un elemento de Q (a), de la forma (a + b a + ca?), tal
que el siguiente producto sea racional, es decir queremos eliminar o de la ex-
presion (1)

(1+2a—30%.(a+ba+ca®) (1)

Encontrar las coordenadas, en la base {1, a, a*}, del elemento que se obtiene
en (1).

h) ;Qué condiciones deben imponerse a los valores de las coordenadas obte-
nidas, si lo que se quiere es eliminar a? Resolver el sistema de ecuaciones que

resulta de plantear dichas condiciones.

) Hallar el inverso multiplicativo de (1 + 2 a — 3a?).
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j) Resolver el problema inicial, es decir, racionalizar el nimero ——————= .
1+23/3-33/9

Criterios para reconocer avances en la comprension de los contenidos

Mapa de progreso

Lo lineal. Estudio de las ecuaciones lineales.
Lo no lineal. Estudio de las ecuaciones no lineales.
Lo estructural. Basqueda de propiedades comunes de las operaciones en conjuntos.

Nivel I. Alpromediar la formacion inicial

Descriptores del alcance de la comprension

Nivel Ill. En los primeros ainos del

Da sentido a la notacidn y uso de las letras y simbolos.

En el contexto de diversas tareas, como la de modeliza-
cion:

 utiliza el lenguaje simbdlico;

» utiliza el lenguaje gréfico, coloquial o geométrico al

enfrentar enunciados dados en lenguaje simbdlico; y

* manipula expresiones algebraicas (las reconoce, opera
con ellas, las expresa en una forma u otra segun con-
venga) y justifica las acciones que realiza.

Usa con solvencia el lenguaje simbdlico y las herramien-
tas involucradas en la operatoria con expresiones alge-
braicas para generalizar situaciones, formular conjeturas
y propiedades, expresar procesos aritméticos y producir
demostraciones.

En el contexto de diversas tareas, como la de modeliza-
cion:

* selecciona adecuadamente los lenguajes simbdlico, co-
loquial, gréfico, etcétera, para comunicar sus produc-
ciones; y

* manipula expresiones algebraicas (las reconoce, opera
con ellas, las expresa en una forma u otra segun con-
venga) y justifica las acciones que realiza.

La evolucidn se expresa en la precisién matematica de la manipulacion.

Generaliza regularidades y propiedades observadas en el
campo numérico atendiendo a su dominio de validez, en
distintas situaciones tanto de la Matemdtica como extra-
matemdticas.

Demuestra la validez de regularidades y propiedades ob-
servadas en el campo numérico.

desempeio profesional

Reconoce los obstdculos que enfrenta el estudiante de
la escuela secundaria para el aprendizaje del Algebra en
relacién con el uso de las letras y los simbolos y disefia
situaciones de aprendizaje pertinentes para superarlos.

Esquematiza una organizacién para la ensefianza del len-
guaje simbdlico a lo largo de la escolaridad media.

Prevé vy explica errores en la manipulacion de las expre-
siones algebraicas por parte de sus estudiantes y pro-
pone actividades para su tratamiento.

Propone una via de entrada al aprendizaje del dlgebra en
el nivel secundario, fundamentando su decisidn.

Realiza una lectura critica de la via de entrada al Algebra
propuesta en la bibliografia escolar.

Elabora situaciones de aprendizaje que contemplen la
ruptura que implica el pasaje de la aritmética al dlgebra

Elabora secuencias diddcticas que atiendan a la construc-
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Nivel Ill. En los primeros anos del
desempeio profesional

La evolucién se expresa a través de la complejidad de las situaciones.

Maneja los distintos usos del literal en Algebra (como
incégnita, como variable o como pardmetro) y selecciona
la mds apropiada, segun la tarea a resolver.

La evolucidn se expresa a través d
En sistemas de ecuaciones polindmicas: resuelve, inter-

preta las nociones de solucién y de conjunto solucidn,
verifica.

Resuelve sistemas de ecuaciones lineales en el plano e
interpreta geométricamente sus soluciones.

Resuelve sistemas de ecuaciones no lineales en el plano e
interpreta geométricamente sus soluciones.

Maneja los distintos usos del literal en Algebra (como
incégnita, como variable o como pardmetro) vy selecciona
la mds apropiada, segun la tarea a resolver.

e la complejidad de las situaciones.

Resuelve ecuaciones polindmicas utilizando distintas téc-
nicas (férmulas resolventes, sustituciones, transforma-
ciones algebraicas, ecuaciones diofanticas, etcétera).

Anticipa la existencia y nimero de soluciones de una
ecuacién polindmica en un cierto campo.

Resuelve sistemas de ecuaciones lineales en espacios de
n dimensiones e interpreta geométricamente sus solu-

ciones.

Resuelve sistemas de ecuaciones no lineales en espacios
de n dimensiones e interpreta gecométricamente sus solu-
ciones.

cién del sentido de los distintos usos del literal en dlgebra.

Disefa actividades de aprendizaje de las ecuaciones en el
nivel secundario, tanto para un acercamiento inicial como
para diagnosticar aprendizajes en cursos previos.

Selecciona y propone problemas que se modelizan me-
diante sistemas de ecuaciones.

Planifica la ensefianza de los polinomios en la escuela
media a a través de situaciones que no la limiten a la ope-
ratoria con ellos y a su factorizacién mediante los casos
clasicos

Propone situaciones y fendmenos que se pueden modeli-
zar utilizando distintos tipos de funciones.

Decide, con fundamento, la inclusiéon o no inclusién de
la ensefianza de las estructuras algebraicas en un curso
inicial de Algebra en el nivel superior

Propone problemas que faciliten la construccion del
concepto de linealidad de una transformacion.

Crea un entorno en el que se expliciten las decisiones
acerca de los limites de la rigurosidad, formalismo y pre-
cision en el lenguaje para el trabajo matemdtico en el aula

Construye con sus estudiantes en clase un sistema de
propiedades que se tomardn como base para producir
argumentaciones, formular y validar nuevas propiedades

Reconoce conocimientos incompletos o inadecuados de
los estudiantes y disefia situaciones que habiliten cambios
de estrategias necesarios para superarlos.
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Nivel lll. En los primeros aiios del

desempeio profesional

Factoriza polinomios para graficar, simplificar, etcétera.

Reconoce relaciones funcionales y utiliza para represen-
tarlas distintos registros.

Extrae informacién a partir de gréficas de funciones.

Representa y describe fendmenos devariacién y cambio.

Adquiere los conceptos, propiedades y técnicas bdsicas
del Algebra Lineal y los aplica al estudio de problemas
especificos.

Reconoce transformaciones lineales y utiliza los concep-
tos y propiedades asociados.
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Factoriza polinomios con variedad de elementos tedricos
y relaciona la factorizacién de un polinomio con las raices
del mismo.

Conoce la evolucion histdrica de la nocidn de factoriza-
cién vy las ideas centrales de los desarrollos tedricos que
se generaron a partir de ella.

Reconoce la expresién algebraica y la representacion gré-
fica de distintos tipos de funciones, traduciendo de un
registro a otro.

Reconoce la estructura algebraica de ciertos conjuntos al
definir estudiar operaciones en ellos.

Aprecia cdmo las estructuras algebraicas expresan aspec-
tos comunes de situaciones diversas y facilitan el estable-
cimiento de la red de relaciones internas de la disciplina.

Aplica los conceptos, propiedades y técnicas bdsicas del
Algebra Lineal a la resolucion de problemas de diversas
dreas, especialmente la Geometrfa.

Utiliza los conceptos, propiedades y técnicas bdsicas del
Algebra Lineal en la elaboracién de modelos matemdti-
cos adecuados para abordar situaciones problemdticas de
diversas dreas.

Analiza ejemplos variados de espacios vectoriales y
reconoce la potencia de esta estructura para englobar
entes matemadticos diversos y para sistematizar la Geo-
metria elemental.

Reconoce transformaciones lineales y utiliza los concep-
tos y propiedades asociados.

Planifica la ensefianza de los polinomios en la escuela me-
dia a a través de situaciones que no la limiten a la ope-
ratoria con ellos y a su factorizacién mediante los casos
cldsicos.

Propone situaciones y fendmenos que se pueden modeli-
zar utilizando distintos tipos de funciones.

Decide, con fundamento, la inclusiéon o no inclusién de
la ensefianza de las estructuras algebraicas en un curso
inicial de Algebra en el nivel superior.

Decide, con fundamento, la inclusiéon o no inclusién de
la ensefianza de las estructuras algebraicas en un curso
inicial de Algebra en el nivel superior.

Propone problemas que faciliten la construccién del con-
cepto de linealidad de una transformacion.




Nivel I. Alpromediar la formacion inicial

Formula conjeturas.

Selecciona argumentos adecuados para justificar la ver- | Realiza demostraciones formales de propiedades mate-

dad de una cierta proposicién, basdndose en definiciones, | méticas.

axiomas o propiedades ya conocidos.
Realiza deducciones sencillas. escuela secundaria.

Da ejemplos y contraejemplos.

Comprende las caracteristicas de los sistemas formales.
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Nivel Ill. En los primeros anos del
desempeiio profesional

Crea un entorno en el que se expliciten las decisiones
acerca de los limites de la rigurosidad, formalismo y pre-
cision en el lenguaje para el trabajo matemético en el aula

Construye con sus estudiantes en clase un sistema de

Conoce las caracteristicas y limites de la validacion en la | propiedades que se tomardn como base para producir

argumentaciones, formular y validar nuevas propiedades

Estudia el origen y evolucion histdricos de las nociones | Estudia el origen y evolucidn histéricos de las nociones | Reconoce conocimientos incompletos o inadecuados de

matemadticas.

. ; o ‘ epistemoldgicos.
Representa y describe fendmenos devariacién y cambio.

matemdticas y lo relaciona con la existencia de obstdculos | los estudiantes y disefia situaciones que habiliten cambios

de estrategias necesarios para superarlos.

Nucleo 5: Lo probabilistico y lo estadistico

Presentacion del nicleo

En la actualidad es necesario tener conocimientos probabilisticos y estadisticos
para poder interpretar los mensajes de la comunicacion social, comprender o
redactar un informe de una investigacion cientifica, construir modelos para fend-
menos de distintas ciencias, entender indicadores de uso comun en la Economia,
la Demografia o en la Educacidn, tales como indice de desocupacidn, tasa de
natalidad, indice de desercidn, etcétera.

Muchos de los primeros fendmenos estudiados por las ciencias eran deter-
ministas; entre ellos problemas quimicos, eléctricos, astrondmicos, mecdnicos,
hidrostdticos, y diversos mds; los cuales se pueden pronosticar con certeza y

modelizar con conceptos de otras dreas de la Matemadtica.

Sin embargo, posteriormente, otros fendmenos tales como problemas de la
Fisica Cudntica, la Mecdnica Estadistica de los gases, la Meteorologfa, la Biologfa
Molecular, la Genética, etcétera, fueron descriptos con modelos probabilfsticos,
al menos momentaneamente.

Muchos problemas actuales de la ciencia, la naturaleza o la sociedad, tales como
la posibilidad de padecer una enfermedad si estamos sometidos a algin factor
de riesgo, la ganancia o pérdida en un juego de azar, o la necesidad de contratar




seguros de vida y sobre bienes, no son susceptibles de ser resueltos con certeza.
Por lo tanto, las personas ocupan una parte importante de su tiempo en prever,
conjeturar o adivinar acontecimientos sobre los que no tienen control. Muchas
decisiones estdn basadas mds bien en la creencia o en la esperanza de que cierto
acontecimiento suceda, que en las teorfas cientificas.

Sin embargo, para tomar decisiones racionales o informadas, es necesario
cuantificar esa creencia o confianza. El proceso de precisar numéricamente la
posibilidad de que ocurra algin evento aleatorio, transporta al terreno cientifico,
y mds precisamente a la Probabilidad, que cuantifica el grado de certidumbre
de un suceso.

Los modelos probabilisticos permiten describir no sdlo situaciones aleatorias
sino también algunas deterministas en las que aparece variabilidad debido a
la falta de precision en el proceso de medicién. Aunque la Estadistica propor-
ciona contrastes que nos permiten “validar’ el modelo propuesto, no nos
proporciona una regla para decidir con certeza si aceptamos o no el modelo
como el correcto, porque a lo sumo conocemos la probabilidad de cometer
un error Y puesto que esta probabilidad nunca serd igual a cero, siempre hay
un margen de error, aunque el riesgo sea pequefio. Esta es una caracteristica
importante del razonamiento estadistico, que los modelos permiten controlar
la incertidumbre y conocer los riesgos que asumimos de antemano, pero no
anulan la incertidumbre.

Por otra parte, desde que los pueblos se organizaron como estados, sus gober-
nantes necesitaron conocer diversos aspectos relacionados con la poblacidn,
tales como la natalidad, mortalidad, crecimiento de la poblacidn, produccién agri-
cola o ganadera, bienes, y muchos otros, ya sea con el fin de recaudar impuestos
o de tomar decisiones para modificar las condiciones de vida de los ciudadanos.

En la actualidad, el uso de la Estadistica se ha ampliado a casi la totalidad de
las dreas del conocimiento, proporcionando métodos y técnicas Utiles para la
recoleccién y el andlisis de informacidn, la prediccidn, la estimacidn vy la toma
de decisiones en presencia de incertidumbre. Por lo tanto, el futuro docente
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debe conocer aplicaciones en distintas dreas, para poder abordar o ejemplificar
problemas relacionados con las diferentes modalidades de la ensefianza se-
cundaria, usar los conceptos para interpretar el mundo de hoy y los fendmenos
y resultados de su prdctica docente con cierto rigor cientifico, utilizarlos para la
toma de decisiones en una sociedad que estd cambiando rdpidamente, o com-
prender los resultados obtenidos en equipos interdisciplinarios de investigacion.

La aparicion de contenidos vinculados a la ensefianza de la Probabilidad y la
Estadistica en los planes de estudio puede explicarse por la importancia que ha
adquirido en los ultimos afios, tanto como cultura bdsica, como en el trabajo
profesional y en la investigacion.

Las investigaciones en cualquier drea de la ciencia pueden ser de distintos tipos
o tener diversos fines: descriptivos, inferenciales, explicativos o predictivos. Los
estudios descriptivos ponen su foco en la descripcién o caracterizacion de una
situacion, lo que se hace a través de la recoleccidn, organizacion y presentacion
en tablas de la informacidn; el cdlculo de medidas resimenes, que sintetizan la
informacidn, y la representacién gréfica de los datos con el fin de evidenciar ten-
dencias, variabilidad, asimetrias u otras caracteristicas que pueden permanecer
ocultas en los datos. Estas técnicas de organizacidn, sintesis y representacion de
la informacién constituyen la Estadistica Descriptiva. Por su parte, en los estudios
inferenciales el interés estd centrado en obtener conclusiones referidas a la po-
blacién a partir de una muestra. Por ejemplo, estimar el valor promedio de una
variable en la poblacién, o comparar sub-poblaciones en cuanto a su media o
su variabilidad. Para lograr estos objetivos, la Estadistica Inferencial cldsica aporta
diversos métodos de estimacidn de pardmetros y pruebas para contrastar hipd-
tesis. A su vez, las investigaciones explicativas y predictivas estan interesadas en
encontrar un modelo que relacione a las variables en estudio, determinar la/s
variable/s que mejor expliquen a otra o predecir el comportamiento futuro de
una variable conociendo el comportamiento de otra/s.

Lo anteriormente expuesto da sentido a la consideracidn de tres sub-ndcleos al
interior del ndcleo, que constituyen distintos enfoques o miradas en un estudio
vinculado a lo aleatorio.
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Los sub-nucleos considerados son los siguientes. * ,Cémo se seleccionan muestras vdlidas para obtener conclusiones acerca
de la poblacion?

* Lo aleatorio y lo deterministico. L e . [ .
’ » ;Qué métodos se pueden utilizar para estimar un pardmetro a partir de

* Lo descriptivo y lo inferencial. una muestra?

* La explicacion y la prediccion. » ;Qué estimador tiene mejores propiedades?

* ;Depende la distribucidon de un estadistico de la poblacion de origen, del

Presentamos algunas preguntas que clarifican el desarrollo del nicleo. tamano de la muestra o del tipo de muestreo?

;Cudles son las caracteristicas de un experimento aleatorio?

;Cémo se puede explorar la aleatoriedad, para comprender sus propie-
dades?

Cuando el espacio muestral es discreto, jcémo se determina su cardinali-
dad?

;Cudles son las diferentes definiciones de probabilidad? ;Cudles son las
ventajas o desventajas de cada una?

(En base a qué criterios se seleccionan los axiomas que definen la proba-
bilidad?

;Cémo se asigna una probabilidad a sucesos correspondientes a espacios
muestrales continuos?

;Qué caracteristicas debe tener una situacién para ser modelada por
medio de un modelo probabilistico?

;Cudles son las etapas que se deben seguir para la seleccidon de un mode-
lo que permita describir una situacién aleatoria?

;Cudles son las caracterfsticas de cada modelo probabilistico?
;Qué tan dispersos estdn los valores que asume la variable?
;Cudl es la importancia del modelo normal?

(Cdmo convertir los datos en informacidon estadistica para que tengan
significado y sean fdciles de interpretar?

;Cudl es la medida que representa mejor los datos y permite la compren-
sién e interpretacién de los mismos?

* ;Cdmo se valida estadisticamente una hipdtesis?

;Cudl es la probabilidad de que las inferencias formuladas en base a las
muestras sean validas?

;Cémo se mide la bondad del procedimiento de estimacién?

El hecho de que dos variables estén correlacionadas, jsignifica que una es
causa de la otra?

;Por qué se utiliza el método de minimos cuadrados para ajustar un
modelo lineal a un conjunto de datos?

;Cudles son las caracteristicas del modelo de regresién simple?
;Qué porcentaje de variabilidad explican las variables independientes?

;Cudl es la variable independiente que mejor explica a la variable depen-
diente?

;Dentro de qué rango de valores se pueden hacer predicciones?

;Cémo se contrastan hipdtesis cuando no se cumplen los supuestos para
realizar pruebas paramétricas?

Objetivos especificos de aprendizaje

Explorar situaciones aleatorias mediante experimentacidn y simulacidn,
para poder comprender las caracteristicas de los fendmenos aleatorios y
conjeturar propiedades.

Reconocer la insuficiencia de la exploracién vy la simulacion para vali-
dar propiedades, seleccionando métodos de argumentacién y validacion
adecuados.




* Seleccionar axiomas para definir la probabilidad a partir de la exploracion
de las propiedades de la frecuencia relativa y teniendo en cuenta las pro-
piedades que debe tener un sistema formal.

* Modelizar fendmenos intra y extra-matemdticos usando conceptos pro-
babilisticos y estadisticos, con el fin de resolver problemas que requieran
estudiar procesos aleatorios, explicar el comportamiento de variables,
predecir resultados, etcétera.

* Explorar la posibilidad de un abordaje de la Probabilidad con estrate-
gias ludicas, a través de la manipulacién de diversos juegos de azar y del
andlisis de los conceptos involucrados en ellos, con el fin de aumentar
la motivacidn, vincular los conocimientos cientificos con la realidad, fa-
vorecer la explicitacion de ideas previas y su contrastacién, con el objeto
de lograr un cambio conceptual.

* Interpretar informacién de los medios de comunicacién, de la préctica
docente o de investigaciones cientfficas.

* Usar las técnicas y métodos estadisticos para recolectar, organizar, resumir,
procesar y presentar informacién de la manera mds adecuada para poder
obtener conclusiones.

* Participar en el disefio y desarrollo de investigaciones con diversos fines:
descriptivos, inferenciales cldsicos, explicativos, predictivos.

* Interpretar los conceptos estadisticos a partir de analogfas con otros
relacionados, pertenecientes a otras dreas.

* Relacionar conceptos de diversas dreas de la Matemdtica con el fin de
fundamentar la probabilidad y resolver problemas.

En la siguiente pdgina presentamos el esquema recordando la importancia de
leerlo vinculado al resto de los elementos incluidos en el ndcleo y considerando
las fuertes relaciones que vinculan los nucleos entre sf.

Consideramos que las actividades de ensefianza se deberfan planificar de manera
que ayuden a construir el concepto formal a partir de ideas intuitivas (formu-
lacion de conjeturas). Cuando se trabaja con un medio de simulacién concreto
(por ejemplo la perinola, los dados, las urnas, etc.) se desarrollan experiencias
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matemdticas que permiten al estudiante pasar de sus creencias personales a las
concepciones aceptadas como validas en el contexto de la disciplina Matemdtica.
De este hecho, y dada la imposibilidad de repetir grandes cantidades de veces
ciertos experimentos, surge la necesidad de incorporar el uso de herramien-
tas informadticas que ayudan a resolver los problemas de cdlculo vy graficacién,
ahorran tiempo, a partir de las simulaciones favorecen la comprensién de la
aleatoriedad, y otorgan medios para comunicar los resultados. Asimismo, los
estudiantes deben comprender que el proceso de argumentacién de resulta-
dos requiere elaborar explicaciones, una prueba o una demostracién, ya que
no es suficiente realizar sdlo comprobaciones empiricas para dar validez a una
afirmacion. Para lograr este fin se usan los diversos tipos de razonamiento
-pensamiento deductivo, inductivo, analdgico- tanto para el abordaje de prob-
lemas tedricos como précticos. Se puede trabajar el razonamiento inductivo,
por ejemplo, en relacién a la Ley de los Grandes Numeros, llevando a cabo o
simulando experimentos como el lanzamiento de una moneda o un dado le-
gales, a los que van despojando paulatinamente de las cuestiones particulares
para abstraer la ley.

Los estudiantes del profesorado deben hacer un uso flexible de las distintas
representaciones. El lenguaje grafico les permite organizar, describir y analizar
datos, puesto que al ser un instrumento de transnumeracién es una de las for-
mas bdsicas de razonamiento estadistico, que consiste en obtener una nueva
informacidn, al cambiar de un sistema de representacion a otro. Por ejemplo, al
pasar de una lista de datos desordenada a un histograma, se visualiza la moda y
se percibe la variabilidad y la asimetria de la distribucidn.
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Vincula con los nicleos
“Lo aritmético”,

"o analitico”,

“Lo algebraico™y

Lo geométrico”

Vincula con
el nicleo
“Lo analitico”

{* Razonamiento hipotético- \

deductivo: Definicién axiomatica de
probabilidad.

Experimentos Aleatorios, Probabilidad y Variables Aleatorias
Experimentos aleatorios. Sucesos. Conteo. La exploracién de la aleatoriedad:
experimentacion y simulacién. Probabilidad. Propiedades. Probabilidad
condicional. La fundamentacion: paradojas. Independencia. Variables aleatorias
discretas y continuas. Caracteristicas de las distribuciones: pardmetros y
momentos. La modelizacién del mundo fisico y de problemas de las ciencias.

Regresion
Causalidad versus asociacién. Correlacion.
Regresion. Prediccién
Estimacién. Diagnosis y validacion del modelo.
Extensiones: Modelo log-lineal y regresién
logfstica

Razonamiento plausible: conjeturar
a partir de experimentos o
simulaciones.

Razonamiento analégico:
semejanzas de medidas resimenes
y pardmetros con conceptos fisicos.

Razonamiento inductivo:

Métodos numéricos para resolver
problemas que no admiten solucién
exacta.

Métodos de estimacién:
-de los momentos.
-de méxima verosimilitud.

-de Monte Carlo para la estimacion
de momentos e integrales.

-de minimos cuadrados.

Modelizacién de fenémenos de la
realidad y otras disciplinas usando
conceptos probabilisticos.

Estimacidn, prediccién, contraste de
hipdtesis, toma de decisiones.

Organizacion, resumen y present-
acion de la informacion.

Uso flexible de distintos registros.

Presentacién organizada y clara de
la informacidn, para favorecer la
interpretacion.

Uso de un lenguaje adecuado y
adaptado al lector o interlocutor:

Argumentacién de procedimientos
y resultados

LO ALEATORIO - LO DETERMINISTICO
(Cudles son las diferencias entre un
experimento aleatorio y un experimento
deterministico?
iCémo se cuantifica la posibilidad de que
ocurra un evento aleatorio?
iCémo se modelizan situaciones dénde
interviene la aleatoriedad?

LA EXPLICACIONY LA PREDICCION
(Existe relacién causal o asociacién entre las
variables en estudio?

(Cudl es la variable que mejor explica a
otra?
iCdémo se puede predecir el valor de una
variable bajo condiciones de incertidumbre?

\— _/

v

Estadistica Descriptiva
Poblacién, muestra. Tipos de Variables.
Tablas. Grdficos. Medidas estadisticas: de
tendencia central y posicidn, de dispersidn,
de forma, de asociacién.

LO DESCRIPTIVOY LO INFERENCIAL
iCémo se describe estadisticamente un
conjunto de datos?

;Cémo obtener informacién sobre las
caracteristicas de una poblacién basandose
en una muestra?

Vincula con
el ndcleo
“Lo analitico”

Muestreo, métodos de estimacion y contraste de hipotesis
Muestra aleatoria. Tipos de muestreo. Estadistico. Estimador. Propiedades. Distribuciones en
el muestreo. Teorema Central del Limite. Estimacion puntual y por intervalos. Estimacion
méximo — verosimil. Test de hipStesis para pardmetros y distribuciones. Métodos no
paramétricos




Experiencias sugeridas para desarrollar durante la formacion
superior

A continuacidn se presentan algunas experiencias que deberfan transitar los
estudiantes del profesorado de Matemdtica en relacidn a la probabilidad y la
estadistica.

* Los estudiantes realizan busquedas bibliogrdficas para investigar las
razones que provocaron el origen, las ampliaciones o modificaciones suce-
sivas de los contenidos. Allf analizan que los conceptos primero surgen en
un contexto determinado, el matemadtico los descontextualiza, los formali-
za, y pasan a ser parte del conocimiento cientifico del drea y, que recién
cuando han sido despojados de toda relacidn con los usos particulares,
sirven para resolver nuevos problemas, es decir; pueden ser transferidos.
Realizan un andlisis histdrico-epistemoldgico de los contenidos con el
objetivo de ampliar sus concepciones epistemoldgicas, estudiar la posi-
bilidad de concebir propuestas de ensefianza que recuperen distintos
sentidos de los objetos, identificar cuestiones que podrian explicar algunas
dificultades que pueden encontrar los estudiantes.

* Luego de haber manipulado de manera no formal la nocién de probabi-
lidad, los estudiantes se enfrentardn con la tarea de establecer un sistema
axiomatico. Buscardn informacién sobre las condiciones que un tal sistema
debe cumplir. Explorardn distintas posibilidades hasta poder seleccionar
axiomas que constituyan un sistema, que goce de las propiedades desea-
bles. Es necesario que los estudiantes comprendan el proceso de elec-
cidn de un axioma, si se desea la constitucién de un sistema formal que
goce de las propiedades de independencia, consistencia y completitud,
y no que los acepten sin ninguna justificacion acerca de su eleccién. Por
ejemplo, deberfan ver que no es equivalente incluir como axioma la adi-
tividad numerable que la finita, puesto que de la primera se puede deducir
la segunda, pero no reciprocamente. También pueden analizar que si se
incluyen como axiomas la probabilidad del suceso imposible y el suceso
seguro el sistema ya no goza de la propiedad de independencia. Pueden
probar que para asegurar la independencia es suficiente considerar que
P(A) >0y P(S) =1 (siendo A cualquier evento y S el suceso seguro),
y que no es necesario tomar, como a veces se considera, que para todo
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suceso A, 0 <P(A) < 1.

Conocidas algunas nociones fisicas, se planteard a los estudiantes hacer
un resumen de tales conceptos, buscar informacidn sobre los conceptos
matemdticos vinculados a ellos y establecer relaciones y analogfas. Expli-
carlas por escrito y oralmente. Por ejemplo, el concepto de funcién de
masa o de densidad se puede identificar con una masa unitaria distribuida
en la recta real, el concepto de esperanza con el de centro de masa, o
el de varianza con el de momento de inercia respecto a un eje perpen-
dicular a través del centro de masa. Se pedird probar alguna propiedad
estadistica y vincularla con elementos fisicos (como por ejemplo: la pro-
piedad que para todo a, V(X - a) = E[(X - a)*] - [E(X - & )] que se
vincula al teorema de los ejes paralelos de la Mecdnica, el cual asevera
que el momento de inercia respecto a un punto arbitrario es igual al
momento de inercia respecto al centro de masa mads el cuadrado de la
distancia de este punto arbitrario a dicho centro).

Seleccionan, en base al andlisis de las condiciones de una situacién alea-
toria, un modelo probabilistico para representarla. Resuelven la situacién
utilizando el modelo, interpretan la solucidén en el contexto original vy
verifican que las mismas cumplan las condiciones iniciales. Monitorean el
proceso, verificando el cumplimiento de las etapas de la modelizacion.

Los estudiantes obtienen datos de la experimentacidn, de encuestas, o
realizan busquedas de informacién en organismos publicos tales como
el INDEC, o en sus pdginas web, los cuales serdn tabulados, resumidos vy
representados graficamente, usando las medidas y grdficos mds adecua-
dos para cada tipo de variable y cada conjunto de datos particular

Realizan estudios interdisciplinarios, por ejemplo, de estadistica y ciencias
sociales, trabajando las pirdmides de poblacién o indices demograficos;
o de estadistica y educacion fisica, donde se analicen asociaciones entre
variables tales como peso, resistencia, o velocidad. Seleccionan el tipo de
estudio a realizar —descriptivo, inferencial, explicativo-, proponen objetivos
de la investigacidn, recogen los datos y usan las herramientas estadisticas
adecuadas para alcanzar los objetivos fijados.

Manipulan tanto objetos concretos como las tecnologfas de la informa-
cidn y la comunicacién, reconociéndolos como medios Utiles para ex-




plorar contenidos y facilitar el estudio independiente. Entre los objetos
concretos, pueden usar monedas, ruletas, perinolas, dados, cartas, aparato
de Galton para estudiar la distribucion binomial o tableros de distintos
juegos. Por ejemplo, el concepto de esperanza matemdtica se puede com-
prender mediante el andlisis de la ganancia esperada en diversos juegos
de azar A partir de la experiencia formulardn conjeturas o abstraerdn
las propiedades, las cuales posteriormente serdn demostradas con herra-
mientas matematicas.

Realizan investigaciones bibliogréficas (en textos de matemadtica superior)
de los multiples usos de un concepto y los aplican en la resolucidn de
diversos tipos de problemas, para facilitar su posterior recuperaciéon en
diversos contextos.

Usan recursos tecnolégicos, valorando las ventajas y desventajas de los
mismos. En la computadora, mediante diversas instrucciones llevan a cabo
simulaciones, que consisten en sustituir un experimento aleatorio por otro
equivalente. Para ello construyen un modelo que represente un fend-
meno, y lo usan para explorar conceptos y principios, que de otro modo
serfan mds dificiles de comprender, mejorando la experiencia estocdstica
y la intuicidon probabilistica. De este modo adquieren una experiencia
estocdstica que no es facil de alcanzar en la vida real. A la vez, descubren
que se puede incrementar facilmente el nimero de repeticiones, detectar
patrones, repetir con facilidad el experimento cambiando los supuestos
del modelo, procesar datos y representarlos con mds rapidez y precision,
detectar con facilidad datos alejados permitiendo indagar las posibles cau-
sas si se desvian demasiado de los restantes.

A partir de producciones de los alumnos de nivel secundario y supe-
rior; analizan cdmo entienden los estudiantes los conceptos de causalidad,
probabilidad, variabilidad, tendencias, distribuciones, en diversas edades,
con el fin de disefar actividades que les permitan construir estos concep-
tos sobre su comprensidn actual.

Analizan, en el caso de la inferencia, las controversias filosdficas acerca
de cdmo se justifica un razonamiento inductivo y los distintos enfoques
tedricos de la Estadistica, iniciados por Fisher; Neyman, Pearson vy los baye-
sianos, explicando lo que se entiende por “resultado significativo”, si se
puede calcular la probabilidad de una hipdtesis, cudl es la naturaleza de

171

dicha probabilidad y cédmo se relaciona con los datos empiricos en cada
uno de los enfoques.

* Cuando usan computadoras o calculadoras para obtener nidmeros
“aleatorios”, que en realidad son seudo aleatorios porque son generados
por algoritmos deterministas, verifican si se cumplen las condiciones tedri-
cas. Por ejemplo, analizan la aleatoriedad de la secuencia de resultados
independientemente del proceso que la generd. En particular, analizan la
independencia de las pruebas sucesivas.

* Proponen modelos probabilisticos para describir en forma sintética las
distribuciones empiricas de los datos y para predecir el comportamien-
to, tanto en situaciones aleatorias como deterministas que no pueden
medirse con precision. Por ejemplo, si distintos alumnos miden una
longitud con el mismo instrumento se obtiene una variabilidad en los
resultados, que no tiene su origen en el azar Aunque esta situacidn no es
esencialmente aleatoria, la curva normal centrada en cero describe bien
los errores cometidos.

Un ejemplo de consigna para trabajar en alguna experiencia
del tipo de las descriptas

Se necesitan muchas repeticiones de un experimento aleatorio para poder rea-
lizar conjeturas sobre su comportamiento, insume mucho tiempo realizar los
experimentos de lanzamiento de una moneda o un dado y requiere de un regis-
tro preciso y exhaustivo, a la vez que es posible cometer errores al contar los
casos favorables al suceso al manejar una gran cantidad de datos. Otras veces,
un experimentador puede introducir grandes sesgos por su forma particular
de arrojar la moneda o el dado. Para reducir estos efectos se puede simular el
experimento, ya sea con una planilla de célculo o una calculadora. Esta Ultima
opcién no ahorra tiempo, porque hay que realizar las simulaciones una por
una, pero evita sesgos que puede introducir el experimentador por su forma
particular de lanzar el objeto.

Con esta actividad se espera que el estudiante realice simulaciones de experi-
mentos aleatorios simples usando una planilla de cdlculo o una calculadora, que
le permitan conjeturar un enunciado que se aproxime a la Ley de los Grandes




Numeros (forma de Bernoulli) y argumente la diferencia entre la convergencia
de una sucesion, vista en Andlisis Matemdtico, y la convergencia en probabilidad.

Se requiere una computadora provista de una planilla de cdlculo, o calculadora
cientifica. Se supone ensefiado la definicidon cldsica de probabilidad, desigual-
dad de Tchebysheff, varianza de una variable aleatoria binomial, convergencia de
sucesiones.

Primer momento: Los estudiantes trabajan en grupos, en clase, para responder
la siguiente consigna.

a) Usando el generador de ndmeros aleatorios de la planilla de cdlculo, que se
encuentra como opcion en Herramientas de Andlisis de datos, simula el lanzami-
ento de una moneda legal 1.000 veces. Para ello debes introducir el ndmero
de lanzamientos que deseas realizar y la distribucién de probabilidad de los
resultados de la moneda. Los resultados posibles deben estar codificados en
forma numérica, por ejemplo: cara = 1, sello = 0, porque la planilla sélo acepta
argumentos numéricos como entrada en la distribucion de probabilidad.

b) Una vez que tienes los resultados de la simulacién de los 1.000 lanzamientos,
cuenta con la funcion CONTAR. Si de la planilla de célculo el ndmero de caras
obtenidas desde el lanzamiento | al 100, del 101 al 200, del 201 al 300, etcétera.
Calcula la frecuencia relativa como cociente entre el nimero de caras obtenidas
y 100 -el ndmero de lanzamientos realizados. Calcula la frecuencia relativa acu-
mulada dividiendo el nimero de caras obtenidas desde el primer lanzamiento
en el total de lanzamientos realizados. Completa la siguiente tabla de las frecuen-
cias relativas cada 100 lanzamientos vy frecuencias relativas acumuladas desde el
primer lanzamiento.

Cantidad de lanzamientos 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 [ 700 | 800 | 900 | 1.000

Cantidad de caras

Frecuencia relativa

Frecuencia relativa acumulada

¢) Representa graficamente la frecuencia relativa y la frecuencia relativa acumu-
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lada en funcion del ndmero de lanzamientos usando el asistente para graficos
de la planilla de cdlculo.

d) Tabula nuevamente los resultados obtenidos pero agrupando los lanzamien-
tos de a 50, y de a 200. Representa graficamente. Prepara una presentacion de
diapositivas para mostrar a tus companeros los resultados.

e) En base a lo observado, formula una propiedad referida al comportamiento
de la frecuencia relativa a medida que crece el nimero de lanzamientos.

f) Explica al resto de los grupos los resultados obtenidos.
Respuestas esperadas

Los estudiantes concluirdn que la frecuencia relativa se aproxima a la probabili-
dad del suceso cuando el ndmero de lanzamientos es grande.

Si no se dispone de una computadora con planilla de cdlculo, pero si de una
calculadora cientifica, reemplaza la consigna de los ftems a), b) y ¢) por la
siguiente: Simula 100 veces el lanzamiento de una moneda con la calculadora. La
misma sélo cuenta con un generador de nimeros aleatorios uniforme en [O,1].
Entonces, para simular el lanzamiento de una moneda, cada vez que se genera
un numero aleatorio entre O y | con la tecla RANDOM, se considera que se
obtuvo cara si el nimero es menor que 0,5 v sello en caso contrario, o recipro-
camente. Relne los datos con los obtenidos por los restantes grupos, tabula y
realiza un grafico con todos los resultados.

Segundo momento: trabajo individual domiciliario.
g) Busca en al menos un texto de Probabilidades y Estadistica de nivel superior
la Ley de los Grandes Numeros (forma de Bernoulli) con su demostracién.

Elabora un escrito.

h) Averigua qué nombre recibe el tipo de convergencia que establece esta ley,y
analiza su interpretacion.




Tercer momento: trabajo grupal en clase.

i) Considera la sucesién que tiene como término general f (A), la frecuencia
relativa de ocurrencia de caras hasta el lanzamiento n-ésimo. Compara la con-
vergencia en probabilidad, de la frecuencia relativa a la probabilidad tedrica, con
la nocidn de convergencia de sucesiones usada en Andlisis Matemdtico. ;Qué
asegura cada tipo de convergencia?! ;Cudl es la diferencia entre ambas?

Respuestas esperadas

* Se espera que deduzcan que en el limite de una sucesién, una vez prefi-
jado € > 0, a partir de un cierto n natural la distancia entre los términos
de la sucesidn -las frecuencias relativas en este caso- y el limite -la proba-
bilidad tedrica- es menor que €. Sin embargo, la convergencia en probabi-
lidad —dada en la Ley de los Grandes NUmeros- no indica nada acerca del
valor de [f (A) — P (A)]; puede ser mayor, menor o igual que €. Lo que
establece esta ley es que la probabilidad de que esta distancia sea menor
que € es arbitrariamente préxima a uno.

* Se espera un trabajo auténomo, tanto en la busqueda bibliografica como
en la interpretacion de las definiciones en distintos registros: simbdlico,
grafico y coloquial.

* Cabe la posibilidad de que los estudiantes ain no adviertan la diferencia
entre ambos tipos de convergencia. Si esto ocurre, se les da la siguiente
consigna.

Cuarto momento: trabajo grupal en clase.

j) Considera un € pequefio, por ejemplo, € = 0,05. Para este €, determina el
valor de n, dado por la cota de Tchebysheff, considerando k = 3.

Nota: se considera este valor de k porque para varias de las variables aleatorias
el porcentaje de sus valores que distan menos de tres desvios estdndares de la
media es aproximadamente del 100%. Por ejemplo, para la normal el 99,7% de
sus valores dista de la media en menos de tres desvios estdndares.

k) Usando la planilla de cdlculo, repite 100 veces el procedimiento de simular
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el lanzamiento de la moneda n veces, utilizando un valor de n mayor o igual al
deducido en el ftem anterior. Cada vez que realices el procedimiento cuenta,
usando funciones de la planilla, cudntas veces la distancia entre la frecuencia
relativa y la probabilidad de cara es menor que € = 0,05. ;Coincide lo obtenido
en las simulaciones con lo establecido en la convergencia de sucesiones?

) Explica cudl es la diferencia entre la convergencia de sucesiones y la conver-
gencia en probabilidad.

Respuestas esperadas

2
Los estudiantes determinardn para k =3, que n = yel = 900. Cuando repiten

el procedimiento 100 veces ven que no siempre la frecuencia relativa dista de

la probabilidad de cara en menos de € = 0,05. Con estos resultados advierten

que la convergencia en probabilidad no asegura que la frecuencia relativa dista

menos que € de la probabilidad cuando n es suficientemente grande, sino que

con alta probabilidad esto ocurre. Ademds, pueden ver que el porcentaje de

veces que la frecuencia relativa difiere de la probabilidad tedrica en menos de
8

€ es consistente con la cota inferior para la probabilidad, 1_% = — dada por

la desigualdad de Tchebysheff.

Quinto momento: trabajo grupal domiciliario que forma parte de un portafolio
de evaluacion.

m) Investiga y selecciona en libros de texto del nivel superior problemas rela-
cionados con la Ley de los Grandes Numeros vy realiza adaptaciones de éstos
para estudiantes de la educacion secundaria. Enuncia los criterios de seleccidn
de los problemas.

Resumen

En varias leyes de la probabilidad se observa un comportamiento asintdtico, vy




se requieren muchas repeticiones de los experimentos para poder deducirlas
a partir de la observacidon de los datos. De esto se deriva la importancia de
realizar simulaciones, ya que permiten replicar muchas veces un experimento en
poco tiempo, proporcionando una experiencia estocdstica que dificiimente se
pueda alcanzar con datos de la realidad.

Ademds, permiten a los estudiantes percibir mejor las caracteristicas esenciales
de la aleatoriedad, tales como las regularidades globales —convergencia de la
frecuencia relativa- dentro de la variabilidad individual —diversidad de resultados
posibles con carencia de un patrén que permita al sujeto predecir cudl ocurrird.
La comprensién de esta regularidad global es fundamental, pues permite estu-
diar los fendmenos aleatorios usando la probabilidad.

El objetivo de este ejemplo es comprender la diferencia entre la convergencia
en probabilidad y la convergencia usada en el nlcleo analitico. A partir de la con-
struccidn y andlisis de los gréficos propuestos se puede observar no sélo la esta-
bilizacion de la frecuencia relativa, sino la disminucidn de la variabilidad a medida
que se aumenta el tamafio de muestra, lo que no implica que a partir de algin
tamafio de muestra la frecuencia relativa se mantenga en un entorno de radio
preestablecido alrededor de la probabilidad tedrica, sino que con alta probabili-
dad esto ocurre, a diferencia de la convergencia vista en el ntcleo analitico.

Es necesario aclarar que cuando se realizan simulaciones usando un software o
una calculadora, en realidad se obtienen ndmeros seudo aleatorios, por ser gene-
rados con algoritmos deterministas. Para propdsitos prdcticos estos nimeros se
pueden considerar como aleatorios. Sin embargo, es posible estudiar su alea-
toriedad con independencia del mecanismo que los generd, usando pruebas
no paramétricas. No obstante, hay que tener en cuenta la limitacion de todo
contraste de hipdtesis: al tener asociada una probabilidad de error, no podemos
tener total seguridad de que una sucesién dada, a pesar de que pase todas las
pruebas, no tenga algiin tipo de patrdn que los contrastes no detectaron y que
no sea totalmente aleatoria.
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Criterios para reconocer avances en la comprension de los
contenidos

En la siguiente matriz se presentan los criterios que permiten reconocer avances
en la comprensién de los contenidos, lo que se espera en términos de aprendi-
zaje matemdtico al inicio y fin de la formacién docente, y al iniciar el trabajo
profesional.

Mapa de progreso




Nivel I. Alpromediar la formacié

Lo aleatorio y lo deterministico.
Lo descriptivo y lo inferencial.
La explicacion y la prediccion

Descriptores del alcance de la comprension

Nivel 1. Al finalizar la formacion inicial
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Nivel lll. En los primeros aiios del

Argumenta las caracteristicas de los fendmenos aleato-
rios y la probabilidad de que ocurra un suceso discreto.

Utiliza el vocabulario adecuado para describir y cuanti-
ficar situaciones relacionadas con el azar.

Construye tablas de frecuencias y gréficas para represen-
tar el comportamiento de fendmenos aleatorios.

Obtiene numeros aleatorios a partir del uso de diver-
sos recursos Yy técnicas, tales como tablas, calculadoras,
simulaciones con elementos concretos (dados, monedas,
perinolas) y con software.

Calcula probabilidades asociadas a espacios muestrales
discretos finitos.
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Selecciona la definicién de probabilidad que mds se
adapte a las caracterfsticas de cada problema, argumen-
tando la eleccién realizada.

Calcula probabilidades en espacios discretos, finitos o
numerables, seleccionando la técnica de conteo mds
adecuada para cada caso.

Calcula probabilidades en espacios continuos, usando los
conceptos algebraicos, analiticos o geométricos necesa-
rios para asignar una medida al conjunto de los casos
favorables y posibles.

Vincula los conceptos de conteo con los de otros nu-
cleos. Por ejemplo: el conteo de casos en la distribucidn
binomial con el Tridngulo de Pascal.

Modeliza situaciones reales y de otras disciplinas usando
variables aleatorias discretas y continuas.

Argumenta la eleccidn de los axiomas de probabilidad en
base al andlisis de las propiedades que debe cumplir un
sistema formal.

Calcula la ganancia esperada en distintos juegos de azar o
problemas de Economfa.

Selecciona reglas para que un juego sea equitativo.

Investiga el origen del concepto de probabilidad, com-
parando los métodos de resolucién usados en las prime-

desempeio profesional

Formula juegos o experimentaciones que permitan a sus
estudiantes explorar las caracteristicas de los fenémenos
aleatorios y el concepto de probabilidad.

Disefla secuencias diddcticas para ensefiar el concepto
de probabilidad y variable aleatoria, las pone en préctica,
realizando el andlisis a-priori y a-posteriori de las mismas.

Analiza los obstdculos epistemoldgicos, diddcticos y on-
togenéticos para la revision, elaboracién, y reformulacion
de las secuencias diddcticas.

Selecciona y adapta problemas intra o extra-matemdticos
para la modelizacion a través de conceptos probabilisti-
cos.

Formula problemas en base a juegos de azar conocidos
para que los estudiantes calculen probabilidades de ganar,
reconozcan si se tratan de juegos equitativos, o cambien
el monto de las apuestas para obtener un juego equita-
tivo.

Propone diversos juegos o problemas, para que los estu-
diantes resuelvan con los métodos analizados en textos
referidos al origen del concepto de probabilidad.

Disefia e implementa actividades donde el estudiante
haga predicciones sobre los diferentes resultados de ex-
perimentos aleatorios, luego obtenga datos empiricos vy
finalmente compare las probabilidades experimentales
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Nivel Ill. En los primeros aiios del

desempeio profesional

Maneja técnicas de recoleccion de datos.

Construye gréficos simples para presentar un resumen
de datos de tal manera que muestren las caracteristicas
notables de las variables.

Realiza una lectura literal de la informacion del gréfico.

Identifica y aplica los procedimientos que permiten cal-
cular las distintas medidas resimenes que describen el
conjunto de datos y comunican algunas de sus caracterfs-
ticas notables, utilizando los algoritmos tradicionales, la
calculadora y la computadora.

Realiza una lectura literal de la informacion del gréfico.

Identifica y aplica los procedimientos que permiten cal-
cular las distintas medidas resimenes que describen el
conjunto de datos y comunican algunas de sus caracteris-
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ras aplicaciones conocidas, encontrando sus diferencias y
similitudes.

Experimenta y explora procesos estocdsticos a partir de
la simulacién con computadoras observando los efectos
producidos mediante las representaciones graficas.

Reconoce la insuficiencia de la experimentacién o la
simulacion para validar propiedades, y demuestra formal-
mente las mismas.

Analiza paradojas que contradicen la intuicién vy llevan a
cuantificar inadecuadamente la probabilidad de que ocu-
rra un suceso aleatorio, descubriendo y fundamentando
el error cometido.

Selecciona el grédfico y la medida resumen mds adecuados
al tipo de variable y datos disponibles.

Construye graficos respetando las convenciones para
cada tipo.

Interpreta grédficos mds alld de una lectura literal, recono-
ciendo variabilidad, asimetrias y tendencias.

Usa los datos de manera exploratoria, para formular con-
jeturas que pueden ser contrastadas recolectando y anali-
zando otros datos.

Usa las nuevas tecnologfas como instrumento de célculo
y representacién grafica, para analizar datos.

Recoge, organiza, depura, almacena, representa y analiza
sistemas de datos de complejidad accesible, identificando

con sus predicciones.

Gestiona situaciones de ensefianza a partir del rol de
mediador; promoviendo situaciones de aprendizaje que
involucren distintos momentos (de argumentacién, vali-
dacidn, debate colectivo, puesta en comun, devolucién).

Disefian actividades para que sus alumnos tomen con-
ciencia de las heuristicas que ponen en juego al resolver
problemas probabilisticos. Estas reducen la complejidad
de un problema probabilistico, suprimiendo parte de la
informacién, ayudando en algunos casos a obtener una
solucién aproximada al problema, pero que en otros ca-
sos producen sesgos en las conclusiones obtenidas y las
decisiones tomadas. Por ejemplo: la falacia del jugador.

Disefia y pone en prdctica secuencias diddcticas para en-
sefiar los conceptos de Estadistica Descriptiva, las pone
en préctica, realizando el andlisis a-priori y a-posteriori de
las mismas.

Formula actividades referidas a la forma éptima de pre-
sentar y resumir los datos a partir de informacién de los
medios de comunicacién, de libros de otras dreas o de
pdginas web de organismos publicos.

Asesora a equipos de estudiantes o profesores de otras
dreas, del nivel secundario, en la seleccién de los gréficos
y las medidas que mejor resumen los resultados de sus
investigaciones.

Disefa actividades que permitan a sus estudiantes reali-
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Nivel Ill. En los primeros aiios del
desempeio profesional

ticas notables, utilizando los algoritmos tradicionales, la
calculadora y la computadora.

Distingue situaciones de causalidad y de asociacidn sin
causalidad.
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la poblacidn, las unidades de andlisis, las variables y las
categorfas de las mismas.

Identifica el tipo de estudio estadistico, las hipdtesis y las
técnicas mds adecuadas al caso estudiado.

Estima pardmetros de poblaciones a partir de una muestra,
usando diversos métodos de estimacidn, e identificando
las ventajas, desventajas y los supuestos necesarios para
el uso de cada uno.

Identifica las propiedades de cada estimador puntual, se-
leccionando el mejor en base a criterios estadisticos.

Conjetura a partir de simulaciones propiedades tales
como: Teorema Central del Limite, distribucién muestral
de la varianza, interpretacion del nivel de confianza de un
intervalo.

Identifica las hipdtesis que se deben contrastar y lleva a
cabo el procedimiento correcto para seleccionar una de
ellas.

Detecta falacias en la formulacidon de afirmaciones que
utilizan el lenguaje estadistico.

Realiza un proyecto de andlisis de datos y lo lleva a cabo
siguiendo los pasos de una investigacion.

Analiza libros de textos, materiales curriculares, evalua-
ciones, registros de clases, producciones de los estudian-
tes, teniendo en cuenta gufas elaboradas para tal fin.

Identifica si los datos obtenidos en alguna experiencia,
encuesta U organismos publicos presentan una relacién

zar pequefias investigaciones, donde se puedan estimar o
comparar medias de dos poblaciones, por ejemplo: si el
rendimiento en Matemdtica es distinto en los estudiantes
que hacen y no hacen la tarea.

Elabora e implementa proyectos de investigacién para sus
estudiantes.

Transfiere algunos resultados obtenidos en investiga-
ciones educativas a la préctica docente.

Analiza los obstdculos epistemoldgicos, didacticos y onto-
genéticos para la revisién, elaboracion, y reformulacién de
las secuencias diddcticas.

Elabora problemas vinculados a lo estadistico y lo proba-
bilistico teniendo en cuenta la edad de los estudiantes, el
tipo de procedimientos que se requiere para su resolucion,
el nivel de complejidad de la situacién propuesta, las
formas de argumentacidn y/o validacion de la solucion,
teniendo control sobre el proceso de resolucién, los mar-
cos de abordaje, el nimero de soluciones, etcétera.

Disefia instrumentos de evaluacion para ser usados en
distintos momentos del proceso formativo de los estu-
diantes.

Organiza experiencias docentes para un abordaje de lo
estadistico y lo probabilistico con distintas finalidades: tall-
eres, seminarios, ateneos, etcétera.

Disefia material diddctico con distintos formatos (im-
presos, videos, presentacién de diapositivas, blog) para el
desarrollo de sus clases, para una ponencia, etcétera.

Formula ejemplos o pequefas investigaciones que per-
miten a los estudiantes ver que asociacién no siempre
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Conjetura intuitivamente a partir de datos o gréficos qué
variables influyen en el comportamiento de otras.

Realiza inferencias intuitivas acerca del comportamiento
de dos variables. Por ejemplo: cuando aumenta la inde-
pendiente también aumenta la dependiente, pero sin
precisiones numéricas.

lineal. En caso afirmativo, la estima, contrasta su significa-
tividad y estudia los residuos para analizar la validez de los
supuestos realizados. En caso negativo, estudia la posible
incidencia de otras variables, o propone otros modelos.

Predice valores de una variable, en funcién de los valores
de otra/s, reconociendo y fundamentando el rango de
validez en el que se puede realizar las predicciones.

Interpreta el significado de los coeficientes de la regresidn
y contrasta su significatividad.

Selecciona la/s variable/s que mejor explican a otra, argu-
mentando la eleccidn con criterios estadisticos.

Analiza secuencias didécticas, identificando los supues-
tos en los que se basa, los problemas que resuelve cada
contenido, la adaptacion de los contenidos para su en-
sefianza, los obstdculos que intentan superar

Realiza un proyecto de investigacion que involucre una
relacién de tipo estadistico entre variables y lo lleva a
cabo siguiendo los pasos de una investigacion.
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Nivel Ill. En los primeros anos del
desempeio profesional

significa causalidad.

Confecciona secuencias diddcticas para que sus estudian-
tes generen datos donde se presenten fuertes, modera-
dos o débiles asociaciones entre las variables usando una
planilla de cdlculo, con el fin de que puedan comprender
la correlacién. Analiza los resultados de su préctica pro-
fesional usando métodos estadisticos. Por ejemplo, si el
rendimiento de sus estudiantes estd vinculado con el
rendimiento en otras dreas afines, con la participacion en
olimpfadas, con la cantidad de horas de estudio sema-
nales, o con alguna actividad extracurricular que realizan.

Disefia actividades de investigacion simples para sus
estudiantes. Por ejemplo: si el rendimiento en ciertas acti-
vidades de educacién fisica estd relacionado con el peso,
la masa corporal o la estatura.
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